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§1. ԱՆՈՐՈՇ ԻՆՏԵԳՐԱԼ: 

ԻՆՏԵԳՐՄԱՆ ՀԻՄՆԱԿԱՆ ՄԵԹՈԴՆԵՐԸ 

1. Նախնական ֆունկցիա և անորոշ ինտեգրալ: 

Սահմանում 1: 𝐹(𝑥) ֆունկցիան կոչվում է նախնական 

ֆունկցիա 𝑓(𝑥) ֆունկցիայի համար 𝑋 միջակայքի վրա, եթե 

𝐹(𝑥)–ն այդ միջակայքի յուրաքանչյուր կետում ունի ածանց-

յալ1 և  

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋 (𝑑𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥, ∀ 𝑥 ∈ 𝑋): 

Թեորեմ 1: Եթե 𝐹1(𝑥)–ը և 𝐹2(𝑥)–ը նախնական ֆունկցիա-

ներ են 𝑓(𝑥) ֆունկցիայի համար X միջակայքի վրա, ապա  

𝐹1(𝑥) − 𝐹2(𝑥) = 𝑐, ∀𝑥 ∈ 𝑋, 

որտեղ՝ 𝑐-ն հաստատուն է:  

Ապացույց: Նշանակենք Φ(𝑥) = 𝐹1(𝑥) − 𝐹2(𝑥): Քանի որ 

𝐹1(𝑥) -ը և 𝐹2(𝑥)-ը ածանցելի ֆունկցիաներ են X միջակայքի 

վրա, ապա Φ(𝑥)-ը նույնպես X-ի վրա կլինի ածանցելի ֆունկցիա, 

ընդ որում`  

Φ′(𝑥) = 𝐹1
′(𝑥) − 𝐹2

′(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) ≡ 0: 

Այսինքն՝ Φ′(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ X: 

Հայտնի թեորեմի ուժով կարող ենք պնդել, որ 

Φ(𝑥) = 𝑐, ∀𝑥 ∈ X, 

որտեղ c-ն հաստատուն է [1]: 

 

 

                                                           
1 Ինչպես սովորաբար, միջակայքի ծայրակետերում, եթե այն պատկանում է միջակայ-

քին, խոսքը վերաբերվում է համապատասխան միակողմանի ածանցյալին: 
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Հետևաբար` 

𝐹1(𝑥) − 𝐹2(𝑥) = 𝑐, ∀𝑥 ∈ X: 

Թեորեմն ապացուցված է: 

Հետևանք: Եթե 𝐹(𝑥)–ը հանդիսանում է 𝑓(𝑥) ֆունկցիայի 

համար X միջակայքի վրա որևէ նախնական, ապա X միջա-

կայքի վրա 𝑓(𝑥) ֆունկցիայի ցանկացած Φ(𝑥) նախնական ունի 

Φ(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝑐 

տեսքը, որտեղ՝ 𝑐-ն հաստատուն է: 

Սահմանում 2: X միջակայքի վրա 𝑓(𝑥) ֆունկցիայի բոլոր 

նախնական ֆունկցիաների համախումբը կոչվում է 𝑓(𝑥) ֆունկ-

ցիայի անորոշ ինտեգրալ (X միջակայքի վրա) և նշանակվում է 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 պայմանանշանով (կարդում են՝ ինտեգրալ եֆ իքս դե 

իքս): 

Նկատի ունենալով թեորեմ 1-ի հետևանքը, կարող ենք 

գրել 

 ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = {𝐹(𝑥) + 𝑐: 𝑐 ∈ 𝑅},  (1) 

որտեղ՝ 𝐹(𝑥)-ը որևէ նախնական ֆունկցիա է 𝑓(𝑥)–ի համար: 

(1) բանաձևն ընդունված է գրել առանց բազմության նշանակ-

ման՝ 

 ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐:  (2) 

Այստեղ՝ 𝑓(𝑥)-ը կոչվում է ընդինտեգրալ ֆունկցիա, 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥-ը՝ ընդինտեգրալ արտահայտություն, x-ը՝ ինտեգրման 

փոփոխական, ∫− ը՝ անորոշ ինտեգրալի նշան, c-ն՝ ինտեգրման 

հաստատուն: 
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Դիտողություն 1: Հանգունորեն սահմանվում է 𝑓(𝑥) ֆունկ-

ցիայի նախնական ֆունկցիան, ինչպես նաև անորոշ ինտեգ-

րալը 𝐷(𝑓)-ի վրա: Եթե տրված ֆունկցիայի որոշման տիրույթը 

միջակայք է, ապա նրա նախնական ֆունկցիան (եթե այն գո-

յություն ունի) որոշվում է հաստատուն գումարելիի ճշտությամբ: 

Եթե ֆունկցիայի որոշման տիրույթը իրենից ներկայացնում է 

չհատվող միջակայքերի միավորում, ապա այդ տիրույթի վրա 

նախնական ֆունկցիայի ոչ միակության աստիճանը ավելի է 

մեծանում: 

Օրինակ1.1 𝑓(𝑥) =
2

𝑥
−

3

𝑥2
 , 𝑥 ∈ (−∞, 0) ֆունկցիայի հա-

մար գտնել նախնական ֆունկցիա, որի գրաֆիկն անցնի 

(−1, 1) կետով: 

Լուծում: Քանի որ (2 ln|𝑥| +
3

𝑥
)
′
=

2

𝑥
−

3

𝑥2
, ապա 𝑓(𝑥) ֆունկ-

ցիայի նախնական ֆունկցիաներից մեկն է՝ 𝐹1(𝑥) =                   

= 2 ln|𝑥| +
3

𝑥
 ֆունկցիան: Հետևաբար, որոնելի նախնականն 

ունի 𝐹(𝑥) = 2 ln|𝑥| +
3

𝑥
+ 𝑐 տեսքը, որտեղ՝ 𝑐-ն հաստատուն է: 

 𝑐 հաստատունը գտնենք 𝐹(−1) = 1 պայմանից, այսինքն՝ 

2 ln|−1| +
3

−1
+ 𝑐 = 1, որտեղից 𝑐 = 4: Այսպիսով՝  

𝐹(𝑥) = 2 ln|𝑥| +
3

𝑥
+ 4: 

Օրինակ 1.2. Դիցուք՝ 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
: Գտնել 𝐷(𝑓)- ի վրա 𝑓(𝑥) 

ֆունկցիայի որևէ նախնական և անորոշ ինտեգրալը: 

Լուծում: ln|𝑥| ֆունկցիան հանդիսանում է 𝑓(𝑥) ֆունկ-

ցիայի համար նախնական ֆունկցիա (−∞, 0) և (0,+∞) միջա-

կայքերից յուրաքանչյուրի վրա: Իրոք, եթե 𝑥 > 0, ապա ln|𝑥| =

= ln 𝑥, հետևաբար՝ (ln|𝑥|)՛ =
1

𝑥
: Եթե 𝑥 < 0, ապա ln|𝑥| = ln(−𝑥) 
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և (ln|𝑥|)′ =
(−𝑥)′

(−𝑥)
=

1

𝑥
 : Այսպիսով, 𝐹(𝑥) =  ln|𝑥| , 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) ֆունկ-

ցիան նախնական ֆունկցիա է 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 ֆունկցիայի համար: 

Քանի որ կամայական 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) պատկանում է նշված միջա-

կայքերից որևէ մեկին իր որոշ շրջակայքի հետ միասին, իսկ 

ֆունկցիայի ածանցյալը կախված է ֆունկցիայի վարքից տվյալ 

կետի շրջակայքում, ապա 𝑓(𝑥) ֆունկցիայի համար 𝐷(𝑓)-ի 

վրա նախնական ֆունկցիա կծառայի նաև 

𝐹(𝑥) = {
ln(−𝑥) + 𝑐1 ,երբ 𝑥 < 0

ln 𝑥 + 𝑐2 , երբ 𝑥 > 0
 

ֆունկցիան, որտեղ՝ 𝑐1-ը և 𝑐2-ը իրարից անկախ կամայական 

հաստատուններ են:  

Հետևաբար՝ 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
𝑑𝑥

𝑥
= {
ln(−𝑥) + 𝑐1 , երբ 𝑥 ∈ (−∞, 0),

ln 𝑥 + 𝑐2  , երբ 𝑥 ∈ (0,+∞):
 

Այստեղ 𝑐-ի տարբեր ինդեքսները նշանակում են, որ այդ 

երկու հաստատուններն ընդունում են կամայապես, իրարից 

անկախ արժեքներ: 

2. Անորոշ ինտեգրալի հատկությունները: 

ա) Եթե 𝑓(𝑥) ֆունկցիան ունի նախնական, ապա 

  (∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥)′ = 𝑓(𝑥) (𝑑(∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥):  (3) 

Իսկապես, ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐 հավասարությունից հետևում 

է, որ 

(∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥)
′

= (𝐹(𝑥) + 𝑐)′ = 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

(𝑑 (∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥) = 𝑑(𝐹(𝑥) + 𝑐) = 𝑑(𝐹(𝑥)) = 𝐹′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥): 
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Այսինքն դիֆերենցիալի և ինտեգրալի նշաները փոխա-

դարձաբար ոչնչանում են, երբ դիֆերենցիալի նշանը կանգնած 

է ինտեգրալի նշանից առաջ: 

բ) Եթե 𝐹(𝑥)  ֆունկցիան տված միջակայքի յուրաքանչյուր 

կետում ունի ածանցյալ, ապա 

  ∫𝐹′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐  (∫ 𝑑𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝑐):  (4) 

Քանի, որ 𝐹(𝑥)-ը 𝐹′(𝑥)-ի նախնականն է տված միջա-

կայքի վրա՝ 𝐹′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝐹(𝑥), հետևաբար՝ 

∫𝐹′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐 

կամ  

∫𝑑𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝑐: 

Այսպիսով, եթե ինտեգրալի նշանը դիֆերենցիալի նշա-

նից առաջ է, ապա ինտեգրալի և դիֆերենցիալի նշանները փո-

խադարձաբար ոչնչանում են, բայց 𝐹(𝑥)-ին ավելանում է հաս-

տատուն գումարելի:  

գ) Եթե f(x) ֆունկցիան ունի նախնական և a ∈ R, ապա 

af(x)-ը նույնպես ունի նախնական, ընդ որում, երբ a ≠ 0, տեղի 

ունի հետևյալ հավասարությունը 

 ∫𝑎𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎 ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (5) 

Այս հատկությունը բառերով արտահայտում են հետևյալ 

կերպ. հաստատուն արտադրիչը կարելի է դուրս բերել ինտեգ-

րալի նշանի տակից:  

Իրոք, դիցուք 𝐹(𝑥)-ը նախնական է 𝑓(𝑥)-ի համար տված 

միջակայքի վրա: Այդ դեպքում 
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𝑎∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎(𝐹(𝑥) + 𝑐) = 𝑎𝐹(𝑥) + 𝑎𝑐: 

Բայց 𝑎𝐹(𝑥)-ը նախնական է 𝑎𝑓(𝑥)-ի համար՝ 

(𝑎𝐹(𝑥))
′
= 𝑎 ∙ 𝐹′(𝑥) = 𝑎 ∙ 𝑓(𝑥): 

𝑎𝑐-ն նույնպես կամայական հաստատուն է (քանի որ c-ն 

կամայական հաստատուն է և 𝑎 ≠ 0): Այսպիսով 𝑎𝐹(𝑥) + 𝑎𝑐–ի 

տակ հասկացվում է ∫𝑎𝑓(𝑥)𝑑𝑥-ը, որը և ապացուցում է գ) 

հատկությունը: 

դ) Եթե 𝑓1(𝑥) և 𝑓2(𝑥) ֆունկցիաները մի որոշ միջակայքի 

վրա ունեն նախնականներ, ապա 𝑓1(𝑥) ± 𝑓2(𝑥) ֆունկցիան 

նույնպես ունի նույն միջակայքի վրա նախնական և 

  ∫(𝑓1(𝑥) ± 𝑓2(𝑥))𝑑𝑥 = ∫𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥:  (6) 

Դիցուք 𝐹(𝑥)-ը և 𝐺(𝑥)-ը` համապատասխանաբար 𝑓1(𝑥)-ի 

և 𝑓2(𝑥)-ի նախնական ֆունկցիաներ են տվյալ միջակայքի վրա: 

Այդ դեպքում՝ 

∫𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 ± ∫𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥 = [𝐹(𝑥) + 𝑐1] ± [𝐺(𝑥) + 𝑐2] = 

= 𝐹(𝑥) ± 𝐺(𝑥) + [𝑐1 ± 𝑐2]: 

Բայց, 𝐹(𝑥) ± 𝐺(𝑥) ֆունկցիան նախնական է 𝑓1(𝑥) ± 𝑓2(𝑥) 

ֆունկցիայի համար՝  

(𝐹(𝑥) ± 𝐺(𝑥))
′
= 𝐹(𝑥)′ ± 𝐺(𝑥)′ = 𝑓1(𝑥) ± 𝑓2(𝑥), 

իսկ 𝑐1 ± 𝑐2-ը կամայական հաստատուն է (որպես երկու կա-

մայական հաստատունների գումար):  

Այսպիսով [𝐹(𝑥) ± 𝐺(𝑥)] + [𝑐1 ± 𝑐2]–ի տակ հասկացվում 

է ∫(𝑓1(𝑥) ± 𝑓2(𝑥))𝑑𝑥 անորոշ ինտեգրալը, որը և ապացուցում է 

դ) հատկությունը: 
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գ) և դ) հատկություններից հետևում է, որ 

∫(𝑎𝑓1(𝑥) ± 𝑏𝑓2(𝑥))𝑑𝑥 =𝑎∫𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 ± 𝑏∫𝑓2(𝑥)𝑑𝑥,  

որը կոչվում է ինտեգրալի գծայնության հատկություն: 

Դիտողություն 2: (3) բանաձևը պետք է հասկանալ այն 

իմաստով, որ բոլոր ֆունկցիաները, որոնք կազմում են 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 անորոշ ինտեգրալն, ունեն միևնույն ածանցյալը (դի-

ֆերենցիալը): 

Դիտողություն 3: (4), (5), (6) հավասարությունները պետք 

է հասկանալ, որպես բազմությունների հավասարություն: 

3. Հիմնական ինտեգրալների աղյուսակ: 

Ներքոհիշյալ բանաձևերը ճիշտ են, համապատասխանա-

բար, ընդինտեգրալ ֆունկցիայի որոշման տիրույթի ցանկացած 

միջակայքի վրա: 

I. ∫𝑥𝛼𝑑𝑥 =
𝑥𝛼+1

𝛼+1
+ 𝑐, 𝛼 ≠ −1, 

II. ∫
𝑑𝑥

𝑥
= ln|𝑥| + 𝑐, 

III. ∫𝑎𝑥𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

ln𝑎
+ 𝑐, 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1, 

III՛. ∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐, 

IV. ∫ 𝑠in𝑥𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐, 

V. ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐, 

VI. ∫
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
= 𝑡𝑔𝑥 + 𝑐, 

VII. ∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
= −𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑐, 

VIII. ∫ 𝑠ℎ𝑥𝑑𝑥 = 𝑐ℎ𝑥 + 𝑐, 

IX. ∫ 𝑐ℎ𝑥𝑑𝑥 = 𝑠ℎ𝑥 + 𝑐, 

X. ∫
𝑑𝑥

𝑐ℎ2𝑥
= 𝑡ℎ𝑥 + 𝑐, 
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XI. ∫
𝑑𝑥

𝑠ℎ2𝑥
= −𝑐𝑡ℎ𝑥 + 𝑐, 

XII. ∫
𝑑𝑥

𝑥2+𝑎2
=

1

𝑎
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑥

𝑎
+ 𝑐 (= −

1

𝑎
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔

𝑥

𝑎
+ 𝑐) , 𝑎 ≠ 0, 

XIII. ∫
𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑥

|𝑎|
+ 𝑐 (= −𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

𝑥

|𝑎|
+ 𝑐) , 𝑎 ≠ 0, 

XIV. ∫
𝑑𝑥

𝑥2−𝑎2
=

1

2𝑎
ln |

𝑥−𝑎

𝑥+𝑎
| + 𝑐, 𝑎 ≠ 0, 

XV. ∫
𝑑𝑥

√𝑥2±𝑎2
= ln |𝑥 + √𝑥2 ± 𝑎2| + 𝑐, 𝑎 ≠ 0, 

XVI. ∫ √𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 =
𝑥

2
√𝑎2 − 𝑥2 +

𝑎2

2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑥

|𝑎|
+ 𝑐 , 𝑎 ≠ 0, 

XVII.∫√𝑥2 ± 𝑎2𝑑𝑥 =
𝑥

2
√𝑥2 ± 𝑎2 ±

𝑎2

2
ln |𝑥 + √𝑥2 ± 𝑎2| +

+𝑐 , 𝑎 ≠ 0: 

Դիտողություն  4: Հետագա շարադրանքում հանդիպող 

ինտեգրալների համար արտածված բանաձևերը իրավացի են, 

համապատասխանաբար, ընդինտեգրալ ֆունկցիայի որոշման 

տիրույթի ցանկացած միջակայքի վրա: 

Օրինակ 1.3. Օգտվելով հիմնական ինտեգրալների աղ-

յուսակից, գտնել հետևյալ ինտեգրալները՝ 

ա) ∫(𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑒𝑥)𝑑𝑥,         բ) ∫
(2𝑥− √3𝑥

3
)
2

𝑥
𝑑𝑥: 

Լուծում: ա) Անորոշ ինտեգրալի գծայնության հատկու-

թյունից և հիմնական ինտեգրալների աղյուսակի l. (𝛼 = 2), IV, 

V և III՛ բանաձևերից, կստանանք՝ 

ա)∫(𝑥2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑒𝑥)𝑑𝑥 =  ∫ 𝑥2𝑑𝑥 + ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 + 

+3∫𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑒𝑥𝑑𝑥 =
𝑥3

3
− 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 3𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑒𝑥 + 𝑐: 
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բ)∫
(2𝑥− √3𝑥

3
)
2

𝑥
𝑑𝑥 = ∫

4𝑥2−4 √3
3

𝑥
4
3+ √9

3
𝑥
2
3

𝑥
𝑑𝑥 = 

 = ∫(4𝑥 − 4√3
3
𝑥
1

3 + √9
3
𝑥−

1

3) 𝑑𝑥 = 

 = 4∫𝑥𝑑𝑥 −4√3
3

∫𝑥
1

3𝑑𝑥 + √9
3

∫ 𝑥
−
1

3𝑑𝑥 = 

= 4
𝑥2

2
− 4√3

3 𝑥
4
3⁄

4
3⁄
+ √9

3 𝑥
2
3⁄

2
3⁄
+ 𝑐 = 2𝑥2 − 3√3

3
𝑥
4
3⁄ +

3√9
3

2
𝑥
2
3 + 𝑐: 

4. Ինտեգրման հիմնական մեթոդները: 

Սահմանում 3: Տրված ֆունկցիայի անորոշ ինտեգրալի 

որոնման ընթացքը կոչվում է այդ ֆունկցիայի ինտեգրում: 

ա) Վերլուծման մեթոդ: Վերլուծման մեթոդի էությունն 

այն է, որ ընդինտեգրալ ֆունկցիան ներկայացվում է ավելի 

պարզ ֆունկցիաների գծային կոմբինացիայի տեսքով ու կի-

րառվում ինտեգրալի գծայնության հատկությունը՝ 

∫∑ 𝑎𝑖𝑓𝑖(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑎𝑖 ∫𝑓𝑖(𝑥)𝑑𝑥

𝑛
𝑖=1  (∑ |𝑎𝑖|

𝑛
𝑖=1 > 0): (7) 

Օրինակ1.4. Վերլուծման մեթոդի օգնությամբ գտնել 

հետևյալ ինտեգրալները. 

ա) ∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥
 ,        բ) ∫𝑥2(2 − 3𝑥2)2𝑑𝑥: 

Լուծում: ա) Ընդինտեգրալ ֆունկցիան ձևափոխենք 

հետևյալ կերպ՝ 

1

𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥
=
𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥
=

1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
+

1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
: 

հետևաբար՝  

∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥
= ∫

𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
+∫

𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
= 𝑡𝑔𝑥 − 𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑐: 
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բ) ∫𝑥2(2 − 3𝑥2)2 𝑑𝑥 = ∫𝑥2(4 − 12𝑥2 + 9𝑥4)𝑑𝑥 = 

 =∫(4𝑥2 − 12𝑥4 + 9𝑥6)𝑑𝑥 = 4
𝑥3

3
− 12

𝑥5

5
+ 9

𝑥7

7
+ 𝑐: 

բ) Տեղադրման կամ փոփոխականի փոխարինման մեթոդ: 

Փոփոխականի փոխարինումը ինտեգրման առավել շատ 

կիրառվող մեթոդներից մեկն է:  

Դիցուք` 𝑓(𝜑(𝑥)) բարդ ֆունկցիան որոշված է մի որոշ 

միջակայքի վրա և 𝑡 = 𝜑(𝑥) ֆունկցիան այդ միջակայքի յուրա-

քանչյուր կետում ունի ածանցյալ: 

Այդ դեպքում, եթե ∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ինտեգրալը գոյություն ունի, 

ապա գոյություն ունի նաև ∫𝑓(𝜑(𝑥))𝜑′(𝑥)𝑑𝑥 ինտեգրալը և 

 ∫𝑓(𝜑(𝑥))𝜑′(𝑥)𝑑𝑥 =∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (𝑡 = 𝜑(𝑥)):  (8) 

(8) բանաձևը կոչվում է տեղադրումով ինտեգրման բա-

նաձև: Եթե 𝑡 = 𝜑(𝑥) ֆունկցիայի համար նշված միջակայքի 

վրա գոյություն ունի հակադարձ ֆունկցիա, ապա (8) բանա-

ձևը կարելի է գրել՝ 

∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∫𝑓(𝜑(𝑥))𝜑′(𝑥)𝑑𝑥 (𝑥 = 𝜑−1(𝑡)) 

տեսքով կամ, եթե ինտեգրման փոփոխականը սովորականի 

նման նշանակենք 𝑥 –ով, ապա կստանանք՝ 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝜑(𝑡))𝜑′(𝑡)𝑑𝑡 (𝑡 = 𝜑−1(𝑥)): 

Պնդումը ապացուցելու համար ենթադրենք 𝑓(𝑥) ֆունկ-

ցիան որոշված է 𝑋 միջակայքի վրա և այդ ֆունկցիայի համար` 

𝑋 միջակայքի վրա գոյություն ունի նախնական ֆունկցիա` 

F(𝑥), այսինքն՝ 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐: 
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Այդ դեպքում {𝑡} միջակայքի վրա` 𝑓(𝜑(𝑡)) ∙ 𝜑′(𝑡) ֆունկ-

ցիայի համար գոյություն ունի նախնական ֆունկցիա, նույնա-

բար հավասար` 𝐹(𝜑(𝑡)) ֆունկցիային, այսինքն՝ 

 ∫𝑓(𝜑(𝑥))𝜑′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝜑(𝑥)) + 𝑐, (9) 

որը համարժեք է (8) բանաձևին (այստեղ t փոփոխականը փո-

խարինվեց x-ով): 

Իրոք, օգտվելով բարդ ֆունկցիայի ածանցման կանոնից` 

կստանանք՝ 

𝑑

𝑑𝑥
(𝐹(𝜑(𝑥))) = 𝐹′(𝜑(𝑥))𝜑′(𝑥) = 𝑓(𝜑(𝑥))𝜑′(𝑥): 

(9) բանաձևը կոչվում է փոփոխականի փոխարինումով 

ինտեգրման բանաձև: 

Դիտողություն 5: Օգտվելով վերը նշված բանաձևերից, 

լուծման գրության մեջ, համապատասխանաբար 𝑡 = 𝜑(𝑥), 

𝑡 = 𝜑−1(𝑥) տեղադրման նշանները սովորաբար բաց են 

թողնվում:  

Օրինակ, գտնենք ∫(4𝑥 + 5)5𝑑𝑥–ը: Տեղադրենք` 𝑡 = 4𝑥 + 5: 

Կունենանք՝ 

∫(4𝑥 + 5)5𝑑𝑥 =
1

4
∫(4𝑥 + 5)5𝑑(4𝑥 + 5) = 

=
1

4
∫𝑡5𝑑𝑡 =

1

4
∙
𝑡6

6
+ 𝑐 =

1

24
(4𝑥 + 5)6 + 𝑐: 

գ) Ինտեգրման նոր փոփոխականի ներմուծման մեթոդ: 

Հաշվի առնելով, որ (9) բանաձևում 𝜑′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝜑(𝑥), կարելի է 

ձևակերպել նաև ինտեգրման հետևյալ մեթոդը՝ 
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եթե 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐, 

ապա 

∫𝑓(𝑢)𝑑𝑢 = 𝐹(𝑢) + 𝑐, 

որտեղ՝ 𝑢 = 𝜑(𝑥): 

Օրինակ 1.5. Օգտվելով ինտեգրման նոր փոփոխականի 

ներմուծման մեթոդից, գտնել հետևյալ ինտեգրալները. 

ա)∫
𝑑(1+ln𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(1+ln𝑥)
 ,                   բ) ∫

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥, 

գ)∫
𝑑𝑥

1+25𝑥2
 ,                             դ) ∫

𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
 (𝑎 > 0): 

Լուծում: ա) Քանի որ ըստ հիմնական ինտեգրալների 

աղյուսակի Vl բանաձևի ∫
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
= 𝑡𝑔𝑥 + 𝑐, հետևաբար, համա-

ձայն ինտեգրման նոր փոփոխականի ներմուծման մեթոդի, կու-

նենանք՝ 

ա)∫
𝑑(1+ln𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(1+ln𝑥)
= 𝑡𝑔(1 + ln 𝑥) + 𝑐, (𝑢 = 1 + ln 𝑥), 

բ)∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 = −∫

𝑑𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
=

1

𝑐𝑜𝑠𝑥
+ 𝑐, (𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝑥), 

գ) ∫
𝑑𝑥

1+25𝑥2
=

1

5
∫

𝑑(5𝑥)

1+(5𝑥)2
=

1

5
arctg(5𝑥) + 𝑐, (𝑢 = 5𝑥), 

դ) ∫
𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
= ∫

𝑑(
𝑥

𝑎
)

√1−(
𝑥

𝑎
)
2
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑥

𝑎
+ 𝑐 (𝑢 =

𝑥

𝑎
): 
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Դիտողություն 6: Պարզագույն դեպքերում, երբ տեղադ-

րումը կարելի է կատարել մտքում, ավելորդ է ինտեգրման նոր 

փոփոխականի ներմուծումը: Այսպես առանց կատարելու 

𝜑(𝑥) = 𝑡 տեղադրումը, կունենանք՝ 

∫
𝑑𝜑(𝑥)

𝜑(𝑥)
= ln|𝜑(𝑥)| + 𝑐: 

Մասնավորաբար՝ 

ա)∫
𝑑𝑥

𝑎+𝑏𝑥
=

1

𝑏
∫
𝑑(𝑎+𝑏𝑥)

𝑎+𝑏𝑥
=

1

𝑏
ln|𝑎 + 𝑏𝑥| + 𝑐, 𝑏 ≠ 0: 

բ)∫
(2𝑥+𝑝)𝑑𝑥

𝑥2+𝑝𝑥+𝑞
= ∫

𝑑(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)

𝑥2+𝑝𝑥+𝑞
= ln|𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞| + 𝑐: 

Օրինակ 1.6. Օգտվելով փոփոխականի փոխարինման 

մեթոդից, գտնել հետևյալ ինտեգրալները՝ 

ա)∫
𝑑𝑥

1+𝑒𝑥
 ,      բ)∫𝑥2√1 − 𝑥

3
𝑑𝑥 ,      գ)∫√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥, 𝑎 ≠ 0: 

Լուծում: 

ա) Կատարենք 𝑒𝑥 + 1 = 𝑡 տեղադրում: Այդ դեպքում` 

𝑒𝑥 = 𝑡 − 1,⇒  𝑥 = ln(𝑡 − 1),⇒  𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

𝑡 − 1
: 

Հետևաբար՝ 

∫
𝑑𝑥

𝑒𝑥 + 1
= ∫

𝑑𝑡

𝑡(𝑡 − 1)
=∫

𝑑𝑡

𝑡 − 1
− ∫

𝑑𝑡

𝑡
= 

= ln|𝑡 − 1| − ln|𝑡| + 𝑐 = ln |
𝑡 − 1

𝑡
| + 𝑐 = ln

𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
+ 𝑐: 

բ)Կատարենք √1 − 𝑥
3

= 𝑡 տեղադրում: Այդ դեպքում՝ 

1 − 𝑥 = 𝑡3, ⇒  𝑥 = 1 − 𝑡3, ⇒  𝑑𝑥 = −3𝑡2𝑑𝑡: 
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Հետևաբար՝ 

∫𝑥2√1 − 𝑥
3

𝑑𝑥 = −∫(1 − 𝑡3)2 ∙ 𝑡 ∙ 3𝑡2 𝑑𝑡 = −3∫ 𝑡3(1 − 𝑡3)2 𝑑𝑡 = 

= −3∫(𝑡3 − 2𝑡6 + 𝑡9) 𝑑𝑡 = −
3

4
𝑡4 +

6

7
𝑡7 −

3

10
𝑡10 + 𝑐 = 

= −
3

4
√(1 − 𝑥)4
3

+
6

7
√(1 − 𝑥)7
3

−
3

10
√(1 − 𝑥)10
3

+ 𝑐: 

գ) Կատարենք 𝑥 = |𝑎|𝑠𝑖𝑛𝑡 փոփոխականի փոխարինում: 

Այդ դեպքում` 

𝑑𝑥 = |𝑎|𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡, √𝑎2 − 𝑥2 = |𝑎|𝑐𝑜𝑠𝑡: 

Հետևաբար՝ 

∫√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑡 = ∫|𝑎| 𝑐𝑜𝑠𝑡 ∙ |𝑎|𝑐𝑜𝑠𝑡𝑑𝑡 = 𝑎2∫𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑑𝑡 =  

= 𝑎2∫
1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑡

2
𝑑𝑡 =

𝑎2

2
∫𝑑𝑡 +

𝑎2

2
∫𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑑𝑡 = 

=
𝑎2

2
𝑡 +

𝑎2

4
∫𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑑(2𝑡) =

𝑎2

2
𝑡 +

𝑎2

4
𝑠𝑖𝑛2𝑡 + 𝑐 = 

=
𝑎2

2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑥

|𝑎|
+
1

2
𝑥√𝑎2 − 𝑥2 + 𝑐: 

(Տեղին է նշել, որ ընդինտեգրալ ֆունկցիան իմաստ ունի, 

երբ |𝑥| ≤ |𝑎|, հետևաբար, բավական է վերցնել –
𝜋

2
≤ 𝑡 ≤

𝜋

2
: Այդ 

պատճառով՝ 𝑡 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
𝑥

|𝑎|
, 𝑠𝑖𝑛2𝑡 =

2𝑥

𝑎2
√𝑎2 − 𝑥2 ): 

դ) Մասերով ինտեգրման մեթոդ: 

Դիցուք՝ 𝑢(𝑥) և 𝑣(𝑥) ֆունկցիաները մի որոշ միջակայքի 

յուրաքանչյուր կետում ածանցելի են, եթե այդ միջակայքի վրա 

գոյություն ունի ∫𝑣(𝑥)𝑢′(𝑥)𝑑𝑥 ինտեգրալը, ապա գոյություն 

ունի նաև ∫𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 ինտեգրալը և 
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∫𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) −∫𝑣(𝑥)𝑢′(𝑥)𝑑𝑥 

կամ 

  ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣𝑑𝑢: (10) 

(10) բանաձևը կոչվում է մասերով ինտեգրման բանաձև: 

Բանաձևը ապացուցելու համար դիտարկենք հետևյալ 

բանաձևը` 

(𝑢 ∙ 𝑣)′ = 𝑢′ ∙ 𝑣 + 𝑢 ∙ 𝑣′: 

Որտեղից, կունենանք՝ 

𝑢 ∙ 𝑣′ = (𝑢 ∙ 𝑣)′ − 𝑢′ ∙ 𝑣: 

Հաշվի առնելով, որ  

∫(𝑢 ∙ 𝑣)′𝑑𝑥 = 𝑢 ∙ 𝑣 + 𝑐, 

կունենանք՝ 

∫𝑢 ∙ 𝑣′𝑑𝑥 = 𝑢 ∙ 𝑣 + 𝑐 − ∫𝑣 ∙ 𝑢′𝑑𝑥: 

c հաստատունը տալով ∫𝑣 ∙ 𝑢′𝑑𝑥 ինտեգրալին՝ կունե-

նանք (10) բանաձևը: 

(10) բանաձևի կիրառումը նպատակահարմար է այն ժա-

մանակ, երբ ընդինտեգրալ՝ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 արտահայտությունը հնա-

րավոր է ներկայացնել երկու 𝑢 և 𝑑𝑣 արտադրիչների արտադ-

րյալի տեսքով, այնպես որ 𝑑𝑣 և 𝑣𝑑𝑢 արտահայտությունների 

ինտեգրումը լինի ավելի հեշտ, քան տրված արտահայտության 

ինտեգրումը: 

Տրված 𝑑𝑣 դիֆերենցիալով 𝑣 ֆունկցիան միարժեքորեն 

չի որոշվում, բայց (10) բանաձևում որպես 𝑣 կարելի է վերցնել 
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ցանկացած ֆունկցիա, որի դիֆերենցիալը հավասար է 𝑑𝑣 – ի : 

Հաճախ ինտեգրալը հաշվելու համար կարիք է լինում 

կիրառել մասերով ինտեգրման բանաձևը մի քանի անգամ: 

Փորձը ցույց է տալիս, որ մասերով ինտեգրվող ինտեգ-

րալների մեծ մասը կարելի է բաժանել երեք խմբի: 

Առաջին խմբին են պատկանում այնպիսի ինտեգրալները, 

որոնց ընդինտեգրալ ֆունկցիան որպես արտադրիչ պարու-

նակում է հետևյալ ֆունկցիաներից որևէ մեկը՝  

ln 𝑥 , 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥, (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥)2,  (𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑥)2, ln𝜑(𝑥),  

իսկ մնացած մասն իրենից ներկայացնում է մի հայտնի ֆունկ-

ցիայի ածանցյալ: Առաջին խմբին պատկանող ինտեգրալը 

գտնելու համար (10) բանաձևում, որպես 𝑢(𝑥), նպատակա-

հարմար է վերցնել նշված ֆունկցիաներից որևէ մեկը: 

Երկրորդ խմբին պատկանում են հետևյալ տեսքի ինտեգ-

րալները` 

∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑐𝑥𝑑𝑥,∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑐𝑥𝑑𝑥,  

∫(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛 𝑒𝑐𝑥𝑑𝑥,որտեղ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ 𝑁: 

Երկրորդ խմբին պատկանող ինտեգրալը գտնելու հա-

մար կիրառվում է (10) բանաձևը 𝑛-անգամ, ընդ որում, ամեն 

անգամ նպատակահարմար է որպես 𝑢(𝑥) վերցնել (𝑎𝑥 + 𝑏) –ի 

համապատասխան աստիճանը: 

Երրորդ խմբին պատկանում են հետևյալ տեսքի ինտեգ-

րալները՝ 

∫𝑒𝑎𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥𝑑𝑥,∫ 𝑒𝑎𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥𝑑𝑥,∫ 𝑠𝑖𝑛(ln 𝑥) 𝑑𝑥,∫ 𝑐𝑜𝑠(ln 𝑥) 𝑑𝑥: 
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Նշանակելով նշված ինտեգրալներից յուրաքանչյուրը ℐ–ով 

և երկու անգամ մասերով ինտեգրելով, կստանանք ℐ–ի նկատ-

մամբ գծային հավասարում: 

Հետաքրքիր է նկատել, որ առաջին երկու ինտեգրալները 

կարելի է հաշվել նաև հետևյալ եղանակով՝ 

(𝑒𝑎𝑥𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥)′ = 𝑒𝑎𝑥(𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥 − 𝑏𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥), 

(𝑒𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥)′ = 𝑒𝑎𝑥(𝑎𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥 + 𝑏𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥), 

որտեղից՝  

(𝑎2 + 𝑏2)𝑒𝑎𝑥𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥 = 𝑏(𝑒𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥)′ + 𝑎(𝑒𝑎𝑥𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥)′, 

(𝑎2 + 𝑏2)𝑒𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥 = 𝑏(𝑒𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥)′ − 𝑎(𝑒𝑎𝑥𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥)′: 

Բաժանելով երկու մասերը 𝑎2 + 𝑏2 արտահայտության վրա 

և կատարելով ինտեգրում, կստանանք՝ 

∫𝑒𝑎𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥𝑑𝑥 =
𝑒𝑎𝑥(𝑏𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥 + 𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥)

𝑎2 + 𝑏2
+ 𝑐, 

∫𝑒𝑎𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥𝑑𝑥 =
𝑒𝑎𝑥(𝑎𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥 − 𝑏𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥)

𝑎2 + 𝑏2
+ 𝑐: 

Իհարկե, գոյություն ունեն շատ ինտեգրալներ, որոնք ին-

տեգրվում են մասերով ինտեգրման մեթոդով, բայց չեն պատկա-

նում նշված երեք խմբերից ոչ մեկին: 

Օրինակ 1.7. Օգտվելով մասերով ինտեգրման մեթոդից 

գտնել հետևյալ ինտեգրալները` 

ա) ∫(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥)2 𝑑𝑥,                 բ) ∫ 𝑥2𝑒𝑥𝑑𝑥,  

 գ) ∫ sin(𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥,                      դ) ∫
𝑥𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
∶  
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Լուծում: 

ա) Ընդունենք 𝑢 = (𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥)2, 𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 , այդ դեպքում` 

𝑑𝑢 =
2𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥, 𝑣 = 𝑥: 

Հետևաբար՝ 

∫(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥)2 𝑑𝑥 = 𝑥(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥)2 − 2∫
𝑥𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥: 

Վերջին ինտեգրալը գտնելու համար նորից կիրառենք 

(10) բանաձևը: 

Ընդունենք 𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑑𝑣 =
𝑥𝑑𝑥

√1−𝑥2
, այդ դեպքում՝ 

𝑣 = ∫
𝑥𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= −∫𝑑√1 − 𝑥2 = −√1 − 𝑥2 + 𝑐: 

Վերցնենք 𝑣 = −√1 − 𝑥2: Կիրառելով (10) բանաձևը, 

կստանանք՝ 

∫
𝑥𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥 = −√1 − 𝑥2𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 +∫𝑑𝑥 = 

= −√1− 𝑥2𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑥 + 𝑐2: 

Այսպիսով՝ 

∫(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥)2 𝑑𝑥 = 𝑥(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥)2 + 2√1 − 𝑥2𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 − 2𝑥 + 𝑐: 

բ) Ընդունենք 𝑢 = 𝑥2, 𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥, այդ դեպքում 𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥,                            

  𝑣 = ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐1: Վերցնենք` 𝑣 = 𝑒𝑥: Կիրառելով (10) բա-

նաձևը, կստանանք՝ 

∫𝑥2𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥2𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥 ∙ 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑥2𝑒𝑥 − 2∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥: 
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∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 ինտեգրալը գտնելու համար նորից օգտվենք մա-

սերով ինտեգրման (10) բանաձևից: Ընդունենք՝ 𝑢 = 𝑥,                        

 𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥, այդ դեպքում` 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 = 𝑒𝑥: 

Կիրառելով (10) բանաձևը, կստանանք՝ 

∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑐2: 

Այսպիսով՝  

∫𝑥2𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥 + 𝑐: 

գ) Դիցուք՝ ℐ = ∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 : Ընդունենք 𝑢 = sin(𝑙𝑛𝑥),   

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥, այդ դեպքում՝ 

𝑑𝑢 = cos(𝑙𝑛𝑥) ∙
1

𝑥
𝑑𝑥, 𝑣 = 𝑥: 

Կիրառելով (10) բանաձևը, կստանանք՝ 

∫𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥) − 

−∫𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛𝑥) ∙
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥) −∫cos(𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥: 

∫ cos(𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 –ը գտնելու համար նորից օգտվենք մասերով 

ինտեգրման (10) բանաձևից: Ընդունենք 𝑢 = cos(𝑙𝑛𝑥) , 𝑑𝑣 = 𝑑𝑥, 

այդ դեպքում 𝑑𝑢 = −sin(𝑙𝑛𝑥) ∙
1

𝑥
𝑑𝑥, 𝑣 = 𝑥: 

Կիրառելով (10) բանաձևը կստանանք՝ 

∫cos(𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥 cos(𝑙𝑛𝑥) + ∫𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥:  

Այսպիսով՝ 

ℐ = 𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥) − 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑙𝑛𝑥) − ℐ: 
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Որտեղից՝ 

ℐ = ∫𝑠𝑖𝑛(𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑥 =
𝑥

2
[sin(𝑙𝑛𝑥) − cos(𝑙𝑛𝑥)] + 𝑐: 

դ) ∫
𝑥𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
 ինտեգրալը չի պատկանում վերևում նշված 

երեք խմբերից ոչ մեկին, սակայն այն ինտեգրվում է մասերով 

ինտեգրման մեթոդով: Ընդունենք 𝑢 = 𝑥, 𝑑𝑣 =
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
, այդ դեպ-

քում 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 = −𝑐𝑡𝑔𝑥, հետևաբար՝  

∫
𝑥𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
= −𝑥𝑐𝑡𝑔𝑥 + ∫𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥 = −𝑥𝑐𝑡𝑔𝑥 + ∫

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 = 

= −𝑥𝑐𝑡𝑔𝑥 + ∫
𝑑(𝑠𝑖𝑛𝑥)

𝑠𝑖𝑛𝑥
= −𝑥𝑐𝑡𝑔𝑥 + ln|𝑠𝑖𝑛𝑥| + 𝑐: 
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§2. ՌԱՑԻՈՆԱԼ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ԻՆՏԵԳՐՈՒՄԸ 

Դիցուք 𝑅(𝑥)–ը իրական գործակիցներով ռացիոնալ ֆունկ-

ցիա է, այսինքն՝ այնպիսի ֆունկցիա, որը կարելի է ներկայաց-

նել երկու՝ իրական գործակիցներով բազմանդամների հարա-

բերության տեսքով՝ 

𝑅(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
: 

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 ռացիոնալ ֆունկցիան (որն անվանում են նաև կո-

տորակ) համարենք անկրճատելի: Այն կանվանենք կանոնա-

վոր կոտորակ, եթե 𝑃(𝑥)–ի աստիճանը փոքր է, քան 𝑄(𝑥)–ի աս-

տիճանը, հակառակ դեպքում՝ անկանոն: 

Դիցուք պետք է գտնել՝ 

∫
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 

ինտեգրալը: Տարբերենք երկու դեպք՝ 

1)  
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 կոտորակը կանոնավոր է: 

Իրավացի է հետևյալ թեորեմը, որի ապացույցը կարելի է 

կարդալ [1-3], [5], [6] գրքերում: 

Թեորեմ 2: Դիցուք 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
–ը իրական գործակիցներով կա-

նոնավոր ռացիոնալ կոտորակ է: Եթե 

𝑄(𝑥) = (𝑥 − 𝑏1)
𝛽1(𝑥 − 𝑏2)

𝛽2 …(𝑥 − 𝑏𝑚)
𝛽𝑚(𝑥2 + 𝑝1𝑥 + 𝑞1)

λ1 … 

…(𝑥2 + 𝑝𝑛𝑥 + 𝑞𝑛)
λ𝑛 

(𝛽1 + 𝛽2 +⋯+ 𝛽𝑚 + 2(λ1 + λ2 +⋯+ λ𝑛) = 𝛿), 

որտեղ՝ 𝑏𝑖-երը իրենցից ներկայացնում են 𝑄(𝑥) բազմանդամի 

𝛽𝑖 պատիկ իրական արմատները (𝑖 = 1,… ,𝑚),  𝑥2 + 𝑝𝑗𝑥 + 𝑞𝑗,                     
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(𝑗 = 1, 2, … , 𝑛) եռանդամներն իրարից տարբեր են և իրական 

արմատներ չունեն, 𝜆1, … , 𝜆𝑛 ∈ 𝑁, 𝛿–ն 𝑄(𝑥) բազմանդամի աս-

տիճանն է, ապա իրավացի է հետևյալ վերլուծությունը՝ 

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝐵1
(1)

𝑥 − 𝑏1
+

𝐵2
(1)

(𝑥 − 𝑏1)
2 +⋯+

𝐵𝛽1
(1)

(𝑥 − 𝑏1)
𝛽1
+⋯+

𝐵1
(𝑚)

𝑥 − 𝑏𝑚
+

𝐵2
(𝑚)

(𝑥− 𝑏𝑚)
2
+ 

 …+
𝐵𝛽𝑚
(𝑚)

(𝑥−𝑏𝑚)
𝛽𝑚
+

𝑀1
(1)
𝑥+𝑁1

(1)

𝑥2+𝑝1𝑥+𝑞1
+

𝑀2
(1)
𝑥+𝑁2

(1)

(𝑥2+𝑝1𝑥+𝑞1)
2
+⋯  (11) 

+
𝑀𝜆1
(1)
𝑥 + 𝑁𝜆1

(1)

(𝑥2 + 𝑝1𝑥 + 𝑞1)
𝜆1
+⋯+

𝑀1
(𝑛)𝑥 + 𝑁1

(𝑛)

𝑥2 + 𝑝𝑛𝑥 + 𝑞𝑛
+ 

+
𝑀2
(𝑛)
𝑥 + 𝑁2

(𝑛)

(𝑥2 + 𝑝𝑛𝑥 + 𝑞𝑛)
2
+⋯+

𝑀𝜆𝑛
(𝑛)
𝑥 + 𝑁𝜆𝑛

(𝑛)

(𝑥2 + 𝑝𝑛𝑥 + 𝑞𝑛)
𝜆𝑛
: 

Այս վերլուծության մեջ 𝐵1
(1), 𝐵2

(1), … , 𝐵𝛽𝑚
(𝑚),𝑀1

(1),𝑁1
(1), … ,𝑀𝜆𝑛

(𝑛),𝑁𝜆𝑛
(𝑛) – 

որոշակի իրական թվեր են: 

Գործնական խնդիրներում 𝐵𝑗
(𝑘)
,𝑀𝑗

(𝑘)
, 𝑁𝑗

(𝑘) գործակիցները 

հաշվելու համար դիմում ենք անորոշ գործակիցների մեթոդին, 

որի էությունը հետևյալն է: 

(11)–ի աջ մասը գրում ենք տառային գործակիցներով և 

բոլոր կոտորակները բերում ենք ընդհանուր հայտարարի, որը 

կլինի հենց 𝑄(𝑥)–ը, իսկ համարիչում ստանում ենք 𝛿 − 1 աս-

տիճանի բազմանդամ: Ընդհանուր հայտարարը դեն նետելով, 

ստանում ենք մի հավասարություն, որի ձախ մասում տրված 

𝑃(𝑥) բազմանդամն է, իսկ աջ մասում` 𝛿 − 1 աստիճանի մի 

անորոշ գործակիցներով բազմանդամ: Այդ հավասարությունը 

դիտում ենք որպես նույնություն և գործակիցները որոշում ենք 

հետևյալ երկու եղանակներից մեկի օգնությամբ (գործակիցների 

որոշման պրոցեսը կարելի է հեշտացնել, եթե ներկայացվող 

երկու մեթոդները հարմար ձևով կիրառվում են միաժամանակ): 
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ա) Միմյանց հավասարեցնում ենք հավասարության տար-

բեր մասերի 𝑥–ի միևնույն աստիճանների գործակիցները: 

բ) 𝑥–ին տալիս ենք 𝛿 տարբեր, կամայական թվային ար-

ժեքներ, նպատակահարմար է տալ այնպիսի արժեքներ, որոնք 

աջ մասում հնարավորին չափ շատ անդամներ զրո դարձնեն: 

Այդպիսի արժեքներ են 𝑄(𝑥)-ի իրական կամ կոմպլեքս ար-

մատները: 

Երկու եղանակով էլ ստանում ենք անորոշ գործակից-

ների նկատմամբ 𝛿– անհայտով 𝛿 գծային հավասարումների 

համակարգ: Ստացված համակարգը միշտ ունի միակ լուծում: 

Վերջինս հետևում է թեորեմ 2 –ից: 

Այսպիսով՝ կանոնավոր ռացիոնալ կոտորակը ինտեգրելու 

համար պետք է այն վերլուծել (11) բանաձևով, օգտվել ինտեգ-

րալի գծայնության հատկությունից և կարողանալ ինտեգրել 

հետևյալ չորս տիպի պարզագույն ռացիոնալ կոտորակները՝ 

I.  
𝐵

𝑥−𝑏
    II. 

𝐵

(𝑥−𝑏)𝑛
     III. 

𝑀𝑥+𝑁

𝑥2+𝑝𝑥+𝑞
     IV. 

𝑀𝑥+𝑁

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑛
 

Այստեղ 𝑛 = 2, 3… , 𝐵,𝑀,𝑁, 𝑏, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑅, ընդ որում 𝑞 −
𝑝2

4
> 0: 

Պարզագույն ռացիոնալ կոտորակները ինտեգրվում են 

հետևյալ կերպ՝ 

I. ∫
𝐵

𝑥−𝑏
𝑑𝑥 = 𝐵 ∫

𝑑𝑥

𝑥−𝑏
= 𝐵 ln|𝑥 − 𝑏| + 𝑐: 

II. ∫
𝐵

(𝑥−𝑏)𝑛
𝑑𝑥 = 𝐵 ∫(𝑥 − 𝑏)−𝑛𝑑𝑥 = 𝐵

(𝑥−𝑏)−𝑛+1

−𝑛+1
+ 𝑐 = 

     = −
𝐵

(𝑛−1)(𝑥−𝑏)𝑛−1
+ 𝑐: 

III. ∫
𝑀𝑥+𝑁

𝑥2+𝑝𝑥+𝑞
=

𝑀

2
∫

2𝑥+𝑝

𝑥2+𝑝𝑥+𝑞
𝑑𝑥 + (𝑁 −

𝑀𝑝

2
) ∫

𝑑𝑥

𝑥2+𝑝𝑥+𝑞
= 

     =
𝑀

2
ln(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞) + (𝑁 −

𝑀𝑝

2
)∫

𝑑𝑥

(𝑥+
𝑝

2
)
2
+𝑞−

𝑝2

4

= 

 =
𝑀

2
ln(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞) +

𝑁−
𝑀𝑝

2

√𝑞−
𝑝2

4

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑥+

𝑝

2

√𝑞−
𝑝2

4

+ 𝑐: 



26 

Իհարկե այստեղ ոչ թե պետք է հիշել արտածված բանա-

ձևը, այլ նրան բերող ձևափոխությունները, որոնք են՝ ընդին-

տեգրալ կոտորակի համարիչում պետք է առանձնացնել հայ-

տարարի ածանցյալին համեմատական մեծություն, ինտեգ-

րալը ներկայացնել երկու ինտեգրալների գումարի տեսքով, 

այնուհետև, երկրորդ ինտեգրալի հայտարարում առանձնաց-

նել լրիվ քառակուսի: 

lV.∫
𝑀𝑥+𝑁

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑛
𝑑𝑥 =

𝑀

2
∫

2𝑥+𝑝

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑛
𝑑𝑥 + (𝑁 −

𝑀𝑝

2
) ∫

𝑑𝑥

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑛
=  

 =
𝑀

2

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)
1−𝑛

1−𝑛
+ (𝑁 −

𝑀𝑝

2
)∫

𝑑𝑥

((𝑥+
𝑝

2
)
2
+𝑞−

𝑝2

4
)
𝑛  ,  𝑛 > 1   (12) 

Վերջին ինտեգրալը 𝑡 = 𝑥 +
𝑝

2
 տեղադրումից հետո բեր-

վում է ℐ𝑛 = ∫
𝑑𝑡

(𝑡2+𝑎2)𝑛
 , 𝑎 = √𝑞 −

𝑝2

4
 ինտեգրալի, որի համար, 

իրավացի է հետևյալ անդրադարձ բանաձևը՝ 

 ℐ𝑛 =
𝑡

2(𝑛−1)𝑎2(𝑡2+𝑎2)𝑛−1
+

2𝑛−3

2(𝑛−1)𝑎2
ℐ𝑛−1:  (13) 

Ապացուցենք (13) անդրադարձ բանաձևը: 

Այդ նպատակի համար դիտարկենք հետևյալ ինտեգրալը՝ 

ℐ𝑛−1 = ∫
𝑑𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛−1
 

և կատարենք մասերով ինտեգրում, նշանակելով 

𝑢 =
1

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛−1
, 𝑑𝑣 = 𝑑𝑡, 

որտեղից 

𝑑𝑢 =
−(𝑛 − 1)2𝑡𝑑𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛
, 𝑣 = 𝑡: 
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Կիրառելով մասերով ինտեգրման (10) բանաձևը, կստա-

նանք՝ 

ℐ𝑛−1 =
𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛−1
+ 2(𝑛 − 1)∫

𝑡2

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛
𝑑𝑡 = 

=
𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛−1
+ 2(𝑛 − 1)∫

𝑡2 + 𝑎2 − 𝑎2

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛
𝑑𝑡 = 

=
𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛−1
+ 2(𝑛 − 1)ℐ𝑛−1 − 2(𝑛 − 1)𝑎

2ℐ𝑛: 

Ձևափոխությունից հետո, կստանանք՝ 

2(𝑛 − 1)𝑎2ℐ𝑛 =
𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛−1
+ (2𝑛 − 3)ℐ𝑛−1: 

Որտեղից ստացվում է (13) անդրադարձ բանաձևը: 

Երբ 𝑛 = 2 կունենանք՝ 

  ∫
𝑑𝑡

(𝑡2+𝑎2)2
=

𝑡

2𝑎2(𝑡2+𝑎2)
+

1

2𝑎2
∫

𝑑𝑡

𝑡2+𝑎2
=  (14) 

=
𝑡

2𝑎2(𝑡2 + 𝑎2)
+

1

2𝑎3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑡

𝑎
+ 𝑐 

Երբ 𝑛 > 2, ապա (13) բանաձևը կարելի է կիրառել ℐ𝑛−1– ի 

նկատմամբ և այսպես շարունակ մինչև հասնենք հիմնական 

ինտեգրալների աղյուսակի XII ինտեգրալին: 

ℐ𝑛-ը կարելի է գտնել նաև անորոշ գործակիցների մեթո-

դով: Իրոք, նախորդ դատողություններից հետևում է, որ ℐ𝑛–ը 

ունի հետևյալ վերջնական տեսքը՝ 

     ℐ𝑛 = ∫
𝑑𝑡

(𝑡2+𝑎2)𝑛
=

𝐶1𝑡+𝐶2𝑡
3+⋯+𝐶𝑛−1𝑡

2𝑛−3

(𝑡2+𝑎2)𝑛−1
+
𝐶𝑛

𝑎
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑡

𝑎
+ 𝑐: (15) 

որտեղ՝ 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛−1 և 𝑐𝑛- ը հաստատուն գործակիցներ են: 
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Ածանցելով (15) բանաձևի երկու մասերը, բերելով ընդհա-

նուր հայտարարի և հավասարեցնելով համարիչների 𝑡-ի միև-

նույն աստիճանների գործակիցները, կստանանք 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛  

գործակիցների նկատմամբ 𝑛 գծային հավասարումների հա-

մակարգ, որտեղից էլ կորոշենք այդ գործակիցները: 

Օրինակ 2.1. Գտնել  ∫
𝑑𝑥

(𝑥2+1)3
  ինտեգրալը: 

Ունենք՝ 

∫
𝑑𝑥

(𝑥2 + 1)3
=
𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥

3

(𝑥2 + 1)2
+ 𝑐3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑐: 

Որտեղից՝ 

1

(𝑥2 + 1)3
=
(1 + 𝑥2)(𝑐1 + 3𝑐2𝑥

2) − (𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
3) ∙ 2 ∙ 2𝑥

(𝑥2 + 1)3
+

𝑐3
𝑥2 + 1

: 

Բերելով ընդհանուր հայտարարի և հավասարեցնելով 

համարիչները կստանանք՝ 

1 = (𝑐1 + 𝑐3) + (−3𝑐1 + 3𝑐2 + 2𝑐3)𝑥
2 + (−𝑐2 + 𝑐3)𝑥

4: 

Հավասարեցնելով 𝑥–ի համապատասխան աստիճանների 

գործակիցները, կստանանք հետևյալ հավասարումների հա-

մակարգը՝ 

{

𝑐1 + 𝑐3 = 1
−3𝑐1 + 3𝑐2 + 2𝑐3 = 0

−𝑐2 + 𝑐3 = 0
∶ 

Որտեղից՝ 𝑐1 =
5

8
, 𝑐2 = 𝑐3 =

3

8
 : 

Այսպիսով՝  

∫
𝑑𝑥

(𝑥2 + 1)3
=

3𝑥3 + 5𝑥

8(𝑥2 + 1)2
+
3

8
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑐: 
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Նկատի ունենալով (12) և (15) բանաձևերը, մենք հանգում 

ենք այն բանին, որ IV տիպի պարզագույն ռացիոնալ կոտորակի 

ինտեգրալն ունի հետևյալ վերջնական տեսքը՝ 

∫
𝑀𝑥+𝑁

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑛
𝑑𝑥 =

𝑃2𝑛−3(𝑥)

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑛−1
+

2𝐴

√4𝑞−𝑝2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

2𝑥+𝑝

√4𝑞−𝑝2
+ 𝑐,   (16) 

որտեղ՝ 𝑃2𝑛−3(𝑥) -ը (2𝑛 − 3) աստիճանի մի որոշ բազմանդամ 

է, իսկ 𝐴–ն հաստատուն գործակից: Հետևաբար, նշված ինտեգ-

րալը, հանգունորեն նախորդ դեպքի, նույնպես կարելի է գտնել 

անորոշ գործակիցների մեթոդով: 

Եթե 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 կանոնավոր ռացիոնալ կոտորակի հայտարարն 

ունի բազմապատիկ արմատներ, հատկապես կոմպլեքս ար-

մատներ, ապա հաճախ այդպիսի կոտորակների ինտեգրումը 

պահանջում է մեծ հաշվարկներ: Այդ դեպքում նպատակահար-

մար է օգտվել Օստրոգրադսկու հետևյալ բանաձևից՝ 

 ∫
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 =

𝑃1(𝑥)

𝑄1(𝑥)
+ ∫

𝑃2(𝑥)

𝑄2(𝑥)
𝑑𝑥  (17) 

(17) բանաձևում 𝑄2(𝑥)–ը բազմանդամ է և ունի նույն ար-

մատները ինչ որ 𝑄(𝑥)–ը, միայն 𝑄2(𝑥)–ի արմատները պարզ 

են (միապատիկ են): 𝑄1(𝑥) = 𝑄(𝑥)/𝑄2(𝑥), իսկ 𝑃1(𝑥)–ը և 𝑃2(𝑥)-ը 

որոշ բազմանդամներ են որոնց աստիճաններն ավելի ցածր 

են, քան 𝑄1(𝑥) և 𝑄2(𝑥) բազմանդամներինը, համապատասխա-

նաբար: Եթե բազմանդամի արմատները հայտնի են, ապա 

հեշտությամբ կորոշենք 𝑄1(𝑥) և 𝑄2(𝑥) բազմանդամները: Նկա-

տենք, որ 𝑄1(𝑥)-ը իրենից ներկայացնում է 𝑄(𝑥) և 𝑄′(𝑥) (𝑄(𝑥) −  ի 

ածանցյալը) բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանա-

րարը, որը կարելի է որոշել Էվկլիդեսի ալգորիթմի օգնությամբ: 

 𝑃1(𝑥) և 𝑃2(𝑥) բազմանդամները որոնում են անորոշ գործա-

կիցների մեթոդով: 
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Քանի որ 
𝑃1(𝑥)

𝑄1(𝑥)
 և 

𝑃2(𝑥)

𝑄2(𝑥)
 կոտորակները կանոնավոր են, ապա 

բնական կլինի 𝑃1(𝑥)–ը և 𝑃2(𝑥)-ը որոնել, համապատասխա-

նաբար 𝑄1(𝑥) -ի և 𝑄2(𝑥)–ի աստիճաններից մեկով պակաս աս-

տիճանի անորոշ գործակիցներով բազմանդամների տեսքով: 

Որպեսզի գտնենք նշված անորոշ գործակիցները, բավական է 

ածանցել Օստրոգրադսկու բանաձևի երկու մասերը, ածան-

ցումից ստացված արդյունքը բերել ընդհանուր հայտարարի, 

հավասարեցնել համարիչները, այնուհետև, անորոշ գործա-

կիցները որոշել վերոհիշյալ ա) կամ բ) եղանակներից որևէ 

մեկով կամ նրանց միացյալ կիրառմամբ (էջ 25): 

Եթե 𝑃2(𝑥) ≠ 0, ապա, քանի որ 𝑄2(𝑥) բազմանդամի ար-

մատները պարզ են, ինտեգրալը տրասցենդենտ ֆունկցիաներ 

են: Այդ կապակցությամբ Օստրոգրադսկու բանաձևի երկրորդ 

գումարելին կոչվում է ∫
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 ինտեգրալի տրասցենդենտ 

մաս, իսկ առաջին գումարելին՝ ռացիոնալ մաս: 

2) 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 կոտորակը անկանոն է: Այս դեպքում այն կարելի 

է ներկայացնել հետևյալ տեսքով՝ 

   
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
= 𝑃0(𝑥) +

𝑃1(𝑥)

𝑄(𝑥)
,  (18) 

որտեղ 𝑃0(𝑥)–ը բազմանդամ է, իսկ 
𝑃1(𝑥)

𝑄(𝑥)
–ը կանոնավոր ռացիո-

նալ կոտորակ: (18) բանաձևում 𝑃0(𝑥)–ը և 𝑃1(𝑥)-ը համապա-

տասխանաբար հանդիսանում են 𝑃(𝑥)–ը 𝑄(𝑥)–ի վրա բաժա-

նելուց ստացված (ոչ լրիվ) քանորդը և մնացորդը: 

Այսպիսով՝ 

 ∫
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 = ∫𝑃0(𝑥)𝑑𝑥 + ∫

𝑃1(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥:  (19) 
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∫𝑃0(𝑥)𝑑𝑥 լինելով բազմանդամից ինտեգրալ, հեշտու-

թյամբ կգտնենք, իսկ ∫
𝑃1(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥–ը լինելով կանոնավոր կոտո-

րակից ինտեգրալ, կգտնենք նախորդ մեթոդներից որևէ մեկով: 

Օրինակ 2.2. Գտնել հետևյալ ինտեգրալները՝ 

ա)∫
2𝑥2+5𝑥+5

(𝑥2−1)(𝑥+2)
𝑑𝑥 ,          բ)∫

𝑥4+2𝑥2+𝑥+1

(𝑥2+1)3
𝑑𝑥 ,  

գ) ∫
2𝑥4+5𝑥2−2

2𝑥3−𝑥−1
𝑑𝑥,            դ) ∫

6−7𝑥−𝑥2

(𝑥2−𝑥+1)2
𝑑𝑥: 

Լուծում: ա) Քանի որ ընդինտեգրալ ֆունկցիան կանո-

նավոր կոտորակ է, իսկ հայտարարը բերվում է (𝑥 − 1)(𝑥 +

+1)(𝑥 + 2) տեսքի, հետևաբար կարող ենք գրել՝ 

  
2𝑥2+5𝑥+5

(𝑥−1)(𝑥+1)(𝑥+2)
=

𝐴

𝑥−1
+

𝐵

𝑥+1
+

𝐶

𝑥+2
 :  (20) 

(20) հավասարության աջ մասը բերելով ընդհանուր հայ-

տարարի, կստանանք՝ 

2𝑥2 + 5𝑥 + 5

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)
=
(𝐴 + 𝐵 + 𝐶)𝑥2 + (3𝐴 + 𝐵)𝑥 + (2𝐴 − 2𝐵 − 𝐶)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)
 

հավասարեցնելով համարիչների համապտասխան գործակից-

ները, կստանանք հետևյալ հավասարումների համակարգը՝ 

{
𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 2 
3𝐴 + 𝐵 = 5 ∶

2𝐴 − 2𝐵 − 𝐶 = 5
 

Որտեղից կստանանք՝ 𝐴 = 2, 𝐵 = −1, 𝐶 = 1: 

Նկատենք, որ այս դեպքում 𝐴, 𝐵, 𝐶 գործակիցները կարելի 

էր հաշվել նաև հետևյալ կերպ: Օրինակ, (20) հավասարության 

երկու մասը բազմապատկենք (𝑥 − 1) –ով և ստացված հավա-

սարության մեջ տեղադրենք 𝑥 = 1, կստանանք՝ 
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𝐴 =
2𝑥2+5𝑥+5

(𝑥+1)(𝑥+2)
|
𝑥=1

=
2+5+5

2∙3
= 2 : 

Հանգունորեն կորոշենք նաև 𝐵-ն և 𝐶-ն: Այսպիսով՝ 

∫
2𝑥2 + 5𝑥 + 5

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)
𝑑𝑥 = ∫(

2

𝑥 − 1
−

1

𝑥 + 1
+

1

𝑥 + 2
)𝑑𝑥 = 2∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
− 

−∫
𝑑𝑥

𝑥 + 1
+ ∫

𝑑𝑥

𝑥 + 2
= 2 ln|𝑥 − 1| − ln|𝑥 + 1| + ln|𝑥 + 2| + 𝑐: 

բ) Ընդինտեգրալ ֆունկցիան ներկայացնենք պարզա-

գույն կոտորակների գումարի տեսքով՝ 

𝑥4 + 2𝑥2 + 𝑥 + 1

(𝑥2 + 1)3
=

𝐴𝑥 + 𝐵

(𝑥2 + 1)3
+

𝐶𝑥 + 𝐷

(𝑥2 + 1)2
+
𝐸𝑥 + 𝐹

𝑥2 + 1
: 

Բերելով ընդհանուր հայտարարի և հավասարեցնելով 

համարիչները կունենանք՝ 

𝑥4 + 2𝑥2 + 𝑥 + 1 = 𝐴𝑥 + 𝐵 + (𝐶𝑥 + 𝐷)(𝑥2 + 1) + (𝐸𝑥 + 𝐹)(𝑥2 + 1)2= 

= 𝐴𝑥 + 𝐵 + (𝐶𝑥 + 𝐷)(𝑥2 + 1) + (𝐸𝑥 + 𝐹)(𝑥4 + 2𝑥2 + 1) = 𝐸𝑥5 + 

+𝐹𝑥4 + (𝐶 + 2𝐸)𝑥3 + (𝐷 + 2𝐹)𝑥2 + (𝐴 + 𝐶 + 𝐸)𝑥 + (𝐵 + 𝐷 + 𝐹), 

որտեղից կստանանք հետևյալ հավասարումների համակարգը՝  

{
 
 

 
 

𝐸 = 0
𝐹 = 1

𝐶 + 2𝐸 = 0
𝐷 + 2𝐹 = 2
𝐴 + 𝐶 + 𝐸 = 1
𝐵 + 𝐷 + 𝐹 = 1

: 

Լուծելով այս համակարգը, կստանանք՝ 𝐴 = 𝐹 = 1,            

𝐵 = 𝐶 = 𝐷 = 𝐸 = 0: 
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Հետևաբար՝  

𝑥4 + 2𝑥2 + 𝑥 + 1

(𝑥2 + 1)3
=

𝑥

(𝑥2 + 1)3
+

1

𝑥2 + 1
: 

Այսպիսով՝ 

∫
𝑥4 + 2𝑥2 + 𝑥 + 1

(𝑥2 + 1)3
𝑑𝑥 = ∫(

𝑥

(𝑥2 + 1)3
+

1

𝑥2 + 1
)𝑑𝑥 = 

=
1

2
∫
𝑑(𝑥2 + 1)

(𝑥2 + 1)3
+∫

𝑑𝑥

𝑥2 + 1
= −

1

4

1

(𝑥2 + 1)2
+ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝑐: 

գ) Ընդինտեգրալ ֆունկցիան իրենից ներկայացնում է ան-

կանոն կոտորակ: Բաժանելով 𝑃(𝑥) = 2𝑥4 + 5𝑥2 − 2 բազման-

դամը 𝑄(𝑥) = 2𝑥3 − 𝑥 − 1 բազմանդամի վրա, կստանանք 

𝑃0(𝑥) = 𝑥 քանորդը և 𝑃1(𝑥) = 6𝑥
2 + 𝑥 − 2 մնացորդը: Հետևա-

պես, նշված ընդինտեգրալ ֆունկցիան կներկայացվի հետևյալ 

կերպ՝ 

2𝑥4 + 5𝑥2 − 2

2𝑥3 − 𝑥 − 1
= 𝑥 +

6𝑥2 + 𝑥 − 2 

2𝑥3 − 𝑥 − 1 
: 

Հեշտ է համոզվել որ 𝑄(𝑥) = 2𝑥3 − 𝑥 − 1 = (𝑥 − 1)(2𝑥2 +

+2𝑥 + 1) և 2𝑥2 + 2𝑥 + 1 եռանդամը իրական արմատներ չունի: 

Հետևաբար՝ 

6𝑥2 + 𝑥 − 2 

2𝑥3 − 𝑥 − 1 
=

6𝑥2 + 𝑥 − 2

(𝑥 − 1)(2𝑥2 + 2𝑥 + 1)
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝑀𝑥 + 𝑁

2𝑥2 + 2𝑥 + 1
, 

որտեղից՝ 

6𝑥2 + 𝑥 − 2 = 𝐴(2𝑥2 + 2𝑥 + 1) + (𝑀𝑥 + 𝑁)(𝑥 − 1): 

Տեղադրելով այստեղ 𝑥 = 1, կստանանք՝ 5 = 5𝐴, այսինքն՝ 

𝐴 = 1: Հավասարեցնելով 𝑥2 գործակիցները և ազատ անդամ-

ները, կստանանք՝ 
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{
2𝐴 +𝑀 = 6
𝐴 − 𝑁 = −2
𝐴 = 1

 , 

որտեղից՝ 𝐴 = 1,𝑀 = 4,𝑁 = 3: Հետևաբար, ընդինտեգրալ ֆունկ-

ցիան կարելի է ներկայացնել հետևյալ կերպ՝ 

6𝑥2 + 𝑥 − 2 

2𝑥3 − 𝑥 − 1 
= 𝑥 +

1

𝑥 − 1
+

4𝑥 + 3

2𝑥2 + 2𝑥 + 1
: 

Այսպիսով՝  

∫
6𝑥2 + 𝑥 − 2 

2𝑥3 − 𝑥 − 1 
𝑑𝑥 = ∫(𝑥 +

1

𝑥 − 1
+

4𝑥 + 3

2𝑥2 + 2𝑥 + 1
)𝑑𝑥 = 

= ∫𝑥𝑑𝑥 + ∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1
𝑑𝑥 +∫

4𝑥 + 3

2𝑥2 + 2𝑥 + 1
𝑑𝑥 = 

=
𝑥2

2
+ ln|𝑥 − 1| + ∫

4𝑥 + 2

2𝑥2 + 2𝑥 + 1
𝑑𝑥 + ∫

𝑑𝑥

2𝑥2 + 2𝑥 + 1
= 

=
𝑥2

2
+ ln|𝑥 − 1| + ln(2𝑥2 + 2𝑥 + 1) + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(2𝑥 + 1) + 𝑐: 

դ) Ինտեգրալը գտնենք, օգտվելով Օստրոգրադսկու բա-

նաձևից: Նկատենք, որ 

𝑄1(𝑥) = 𝑄2(𝑥) = 𝑥
2 − 𝑥 + 1: 

Հետևաբար՝ 

∫
6 − 7𝑥 − 𝑥2 

(𝑥2 − 𝑥 + 1)2 
𝑑𝑥 =

𝐴𝑥 + 𝐵

𝑥2 − 𝑥 + 1
+ ∫

𝐶𝑥 + 𝐷

𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥: 

Ածանցելով այս հավասարության երկու մասը, կստանանք՝ 

6 − 7𝑥 − 𝑥2 

(𝑥2 − 𝑥 + 1)2 
=
𝐴(𝑥2 − 𝑥 + 1) − (𝐴𝑥 + 𝐵)(2𝑥 − 1)

(𝑥2 − 𝑥 + 1)2
+

𝐶𝑥 + 𝐷

𝑥2 − 𝑥 + 1
: 
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Բերելով ընդհանուր հայտարարի և հավասարեցնելով 

համարիչները, կստանանք՝ 

6 − 7𝑥 − 𝑥2 = 𝐴(𝑥2 − 𝑥 + 1) − (𝐴𝑥 + 𝐵)(2𝑥 − 1) + (𝐶𝑥 + 𝐷)(𝑥2 − 𝑥 + 1): 

Հավասարեցնելով 𝑥–ի համապատասխան աստիճան-

ների գործակիցները, կստանանք հետևյալ հավասարումների 

համակարգը՝ 

{

𝐶 = 0
−𝐴 + 𝐷 − 𝐶 = −1
−2𝐵 − 𝐷 + 𝐶 = −7
𝐴 + 𝐵 + 𝐷 = 6

∶ 

Լուծելով այս հավասարումների համակարգը կստանանք՝ 

𝐴 = 2, 𝐵 = 3, 𝐶 = 0, 𝐷 = 1: 

Այսպիսով՝ 

∫
6 − 7𝑥 − 𝑥2 

(𝑥2 − 𝑥 + 1)2 
𝑑𝑥 =

2𝑥 + 3

𝑥2 − 𝑥 + 1
+∫

𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑥 + 1
: 

Գտնելով վերջին ինտեգրալը, կստանանք հետևյալ վերջ-

նական տեսքը՝ 

∫
6 − 7𝑥 − 𝑥2 

(𝑥2 − 𝑥 + 1)2 
𝑑𝑥 =

2𝑥 + 3

𝑥2 − 𝑥 + 1
+
2

√3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

2𝑥 − 1

√3
+ 𝑐: 

Դիտողություն 7. Ցանկացած ռացիոնալ կոտորակ կարելի 

է ինտեգրել վերոհիշյալ մեթոդներով, սակայն շատ ռացինալ 

կոտորակներ կարելի է ինտեգրել ոչ թե օգտվելով ռացինոնալ 

կոտորակների ինտեգրման ընդհանուր մեթոդներից, այլ ուրիշ 

մեթոդներից (փոփոխականի փոխարինման, մասերով ինտե-

գրման և այլն), որոնք կարող են նպատակին հասցնել ավելի 

արագ:  
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§ 3. ԻՌԱՑԻՈՆԱԼ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ԻՆՏԵԳՐՈՒՄԸ 

Հետագայում, 𝑅(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) նշանակման տակ կհասկա-

նանք 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 փոփոխականներից յուրաքանչյուրի նկատ-

մամբ ռացիոնալ ֆունկցիա: Օրինակ՝ 

𝑥 + √𝑥 + √𝑥 + 1

√𝑥 + 1 + √𝑥
3 = 𝑅(𝑥, √𝑥, √𝑥 + 1, √𝑥

3
) 

քանի որ 
𝑥+√𝑥+√𝑥+1

√𝑥+1+ √𝑥
3  իռացիոնալ արտահայտությունը 𝑥1 = 𝑥,                             

𝑥2 = √𝑥,  𝑥3 = √𝑥 + 1,  𝑥4 = √𝑥
3  փոփոխականների նկատմամբ ռա-

ցիոնալ ֆունկցիա է: 

1. Կոտորակագծային իռացիոնալությունների ինտեգրումը: 

Այս պարագրաֆում մենք ցույց կտանք, որ հետևյալ տեսքի 

ցանկացած ֆունկցիա` 

 𝑅 (𝑥, √
𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑

𝑛
), (22) 

որտեղ 𝑎, 𝑏, 𝑐 և 𝑑 −ն հաստատուններ են, n-ը ամբողջ դրական 

թիվ է, ինտեգրելի ֆունկցիա է և ինտեգրալը արտահայտվում է 

տարրական ֆունկցիաներով: 

Այսպիսի ֆունկցիաներին անվանում են կոտորակա-

գծային իռացիոնալություններ: 

 (22)-ը` նշանակում է ռացիոնալ ֆունկցիա 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 =

= √
𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑

𝑛
  երկու փոփոխականից: 

Երբ 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0, ապա այդ դեպքում ցույց տանք, որ 

𝑡 = √
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑

𝑛
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տեղադրման միջոցով, կարելի է (22) ֆունկցիայի ինտեգրալի 

որոնումը բերել սովորական ռացիոնալ կոտորակի ինտեգրման 

(ասում ենք այս տեղադրումով ինտեգրալը ռացիոնալացնում 

ենք): Իրոք, կարող ենք գրել 

𝑡𝑛 =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
 , 𝑥 =

𝑑 ∙ 𝑡𝑛 − 𝑏

𝑎 − 𝑐 ∙ 𝑡𝑛
, 𝑑𝑥 =

(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑛 𝑡𝑛−1

(𝑎 − 𝑐 ∙ 𝑡𝑛)2
𝑑𝑡: 

Հետևաբար 

∫𝑅(𝑥, √
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑

𝑛

)𝑑𝑥 = ∫𝑅 (
𝑑 ∙ 𝑡𝑛 − 𝑏

𝑎 − 𝑐 ∙ 𝑡𝑛
, 𝑡) ∙

(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑛 𝑡𝑛−1

(𝑎 − 𝑐 ∙ 𝑡𝑛)2
𝑑𝑡: 

Նկատենք, որ ռացիոնալ ֆունկցիաներից ռացիոնալ ֆունկ-

ցիան իրենից ներկայացնում է ռացիոնալ ֆունկցիա, հետևաբար 

այս հավասարության աջ մասում գրված ինտեգրալը իրենից 

կներկայացնի ռացիոնալ կոտորակից ինտեգրալ: Իսկ դա նշա-

նակում է, որ 𝑡 = √
𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑

𝑛
 նշանակումով` ∫𝑅 (𝑥, √

𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑

𝑛
)𝑑𝑥 

ինտեգրալը ռացիոնալացվեց: 

Ընդհանուր տեսքով կոտորակագծային իռացիոնալու-

թյունների ինտեգրումը:  

 ∫𝑅 (𝑥, (
𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
)
𝑃1
, … , (

𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
)
𝑃𝑛
 ) 𝑑𝑥   (23) 

տեսքի ինտեգրալը, որտեղ՝ 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑛 ∈ 𝑄, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅,  

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0, 

𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
= 𝑡𝑚 

տեղադրումով, որտեղ` 𝑚− ը, 𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑛 ռացիոնալ թվերի ընդ-

հանուր հայտարարն է, բերվում է ռացիոնալ ֆունկցիայից 
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ինտեգրալի: (23) ինտեգրալի ընդինտեգրալ ֆուկցիան ևս ան-

վանում են կոտորակագծային իռացիոնալություն: 

Օրինակ3.1. Գտնել հետևյալ ինտեգրալները. 

ա) ∫
𝑑𝑥

√(𝑥−1)(𝑥+1)2
3 ,      բ)∫

1+ √𝑥
6

1+ √𝑥
3 𝑑𝑥,       գ)∫

√𝑥+ √𝑥
3

√𝑥5
4

+ √𝑥7
6 𝑑𝑥: 

Լուծում: ա) Արմատատակ արտահայտությունը բազմա-

պատկելով և բաժանելով (𝑥 + 1)–ի, կստանանք՝ 

∫
𝑑𝑥

√(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)2
3

= ∫
𝑑𝑥

(𝑥 + 1) √
𝑥 − 1
𝑥 + 1

3
: 

Տեղադրենք՝ 

𝑥 − 1

𝑥 + 1
= 𝑡3: 

Այդ դեպքում՝  

𝑥 + 1 =
2

1−𝑡3
, 𝑑𝑥 =

6𝑡2𝑑𝑡

(1−𝑡3)2
: 

Հետևաբար, կստանանք՝ 

∫
𝑑𝑥

(𝑥 + 1) √
𝑥 − 1
𝑥 + 1

3
= ∫

1 − 𝑡3

2𝑡
∙

6𝑡2

(1 − 𝑡3)2
𝑑𝑡 = ∫

3𝑡

1 − 𝑡3
𝑑𝑡, 

որը կանոնավոր ռացիոնալ կոտորակից ինտեգրալ է: 
3𝑡

1−𝑡3
 կոտորակը վերլուծենք պարզագույն ռացիոնալ կո-

տորակների՝ 

3𝑡

1 − 𝑡3
=

3𝑡

(1 − 𝑡)(1 + 𝑡 + 𝑡2)
=

𝐴

1 − 𝑡
+

𝐵𝑡 + 𝐶

1 + 𝑡 + 𝑡2
: 
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Այս հավասարության երկու մասում տեղադրենք 𝑡 = 0, 

կստանանք` 𝐴 + 𝐶 = 0, այնուհետև երկու մասը բազմապատ-

կենք 𝑡 –ով և անցնենք սահմանի, երբ 𝑡 → ∞, կստանանք` 

−𝐴 + 𝐵 = 0 և քանի որ 

𝐴 =
3𝑡

1 + 𝑡 + 𝑡2
|
𝑡=1

= 1, 

հետևաբար կստանանք` 𝐴 = 1, 𝐵 = 1, 𝐶 = −1: 

Այսպիսով՝  

3𝑡

1 − 𝑡3
=

1

1 − 𝑡
+

𝑡 − 1

1 + 𝑡 + 𝑡2
= 

1

1 − 𝑡
+
1

2

1 + 2𝑡

1 + 𝑡 + 𝑡2
−

3

2 ((𝑡 +
1
2
)
2

+
3
4
)

: 

Որտեղից՝  

∫
3𝑡

1 − 𝑡3
𝑑𝑡 = − ln|1 − 𝑡| +

1

2
ln(1 + 𝑡 + 𝑡2) − √3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

2𝑡 + 1

√3
+ 𝑐: 

Հետևաբար՝  

∫
𝑑𝑥

√(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)2
3

=
1

2
ln

2

(√𝑥 + 1
3

− √𝑥 − 1
3

)
3 − 

−√3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
2

√3
√
𝑥 − 1

𝑥 + 1

3

+
1

√3
) + 𝑐: 

բ) Տեղադրենք √𝑥
6

= 𝑧, այդ դեպքում` 𝑥 = 𝑥6, √𝑥
3

= 𝑧2,

𝑑𝑥 = 6𝑧5𝑑𝑧: Հետևաբար՝  
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∫
1 + √𝑥

6

1 + √𝑥
3 𝑑𝑥 = 6∫

𝑧5(1 + 𝑧)

1 + 𝑧2
𝑑𝑧 = 

= 6∫(𝑧4 + 𝑧3 − 𝑧2 − 𝑧 + 1 +
𝑧 − 1

1 + 𝑧2
)𝑑𝑧 = 

= 6(
𝑧5

5
+
𝑧4

4
−
𝑧3

3
−
𝑧2

2
+ 𝑧 +

1

2
ln(1 + 𝑧2) − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑧) + 𝑐 = 

= 6(
√𝑥5
6

5
+
√𝑥2
3

4
−
√𝑥

3
−
√𝑥
3

2
+ √𝑥

6
+
1

2
ln|1 + √𝑥

3
| − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔√𝑥

6
) + 𝑐: 

գ) Քանի որ 2, 3, 4, 6 թվերի ամենափոքր ընդհանուր բազ-

մապատիկը հավասար է 12-ի, ուստի տեղադրենք՝ 𝑥 = 𝑡12, 

այդ դեպքում՝ 

√𝑥 = 𝑡6, √𝑥
3

= 𝑡4, √𝑥5
4

= 𝑡15, 

√𝑥7
6

= 𝑡14, 𝑑𝑥 = 12𝑡11𝑑𝑡: 

Այսպիսով՝ 

∫
√𝑥 + √𝑥

3

√𝑥5
4

− √𝑥7
6 𝑑𝑥 = 12∫

(𝑡6 + 𝑡4)𝑡11

𝑡15 − 𝑡14
𝑑𝑡 = 12∫

𝑡3 + 𝑡

𝑡 − 1
𝑑𝑡 =  

= 12∫(𝑡 + 2 + 𝑡2 +
2

𝑡 − 1
)𝑑𝑡 = 

=12 (
(𝑡+2)

2

2

+ 2 ln|𝑡 − 1| +
𝑡3

3
) + 𝑐 = 

 = 6( √𝑥
12

+ 2)
2
+ 24 ln| √𝑥

12
− 1| + 4√𝑥

4
+ 𝑐: 

 

 

 

 



41 

2. Քառակուսային իռացիոնալությունների ինտեգրումը:  

 ∫𝑅(𝑥, √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑑𝑥, 𝑎 ≠ 0,  𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≠ 0  (24) 

տեսքի ինտեգրալը կարելի է բերել ռացիոնալ ֆունկցիայից ին-

տեգրալի Էյլերի տեղադրությունների միջոցով՝ 

ա) √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = ±√𝑎𝑥 ± 𝑡, եթե 𝑎 > 0, 

բ) √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = ±𝑥𝑡 ± √𝑐, եթե 𝑐 > 0, 

գ) √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = ±(𝑥 − 𝑥1)𝑡, 

դ) √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = ±(𝑥 − 𝑥2)𝑡, 

որտեղ 𝑥1–ը և 𝑥2-ը 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 քառակուսի եռանդամի իրա-

րից տարբեր, իրական արմատներ են (աջ մասի նշանները կա-

րելի է վերցնել կամայական հաջորդականությամբ):  

(24) ինտեգրալի ընդինտեգրալ ֆունկցիան անվանում են 

քառակուսային իռացիոնալություն: 

(24) տիպի ինտեգրալները գտնելիս սովորաբար Էյլերի տե-

ղադրությունները հանգեցնում են բարդ հաշվարկների: Որոշ 

մասնավոր տիպի ինտեգրալներ կարելի է գտնել ավելի պարզ 

եղանակով: 

1) ∫
(𝑀𝑥+𝑁)𝑑𝑥

√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
 տեսքի ինտեգրալը կարելի է գտնել 

հետևյալ կերպ՝ 

∫
𝑀𝑥 + 𝑁

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑑𝑥 =

𝑀

2𝑎
∫

2𝑎𝑥 + 𝑏

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑑𝑥 + 

+(𝑁 −
𝑀𝑏

2𝑎
)∫

𝑑𝑥

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
=
𝑀

𝑎
√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 + 

+(𝑁 −
𝑀𝑏

2𝑎
)∫

𝑑𝑥

√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
: 
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Վերջին ինտեգրալը բերվում է աղյուսակային ինտեգրալի 

(կիրառվում է XV բանաձևը, եթե 𝑎 > 0 կամ XVII բանաձևը, 

եթե 𝑎 < 0 և 4𝑎𝑐 − 𝑏2 < 0 ): 

2) ∫
𝑃𝑚(𝑥)𝑑𝑥

√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
 տեսքի ինտեգրալը, որտեղ 𝑃𝑚(𝑥)–ը 𝑚 

աստիճանի բազմանդամ է, կարելի է գտնել հետևյալ բանա-

ձևով` 

∫
𝑃𝑚(𝑥)

√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥 = 𝑃𝑚−1(𝑥)√𝑎𝑥

2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝑘 ∫
𝑑𝑥

√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
: (25) 

(25) բանաձևում 𝑃𝑚−1(𝑥)–ը 𝑚− 1 աստիճանի որոշ բազմ-

անդամ է, իսկ 𝑘–ն հաստատուն գործակից: 𝑃𝑚−1(𝑥) բազման-

դամի և 𝑘 գործակցի որոշման համար օգտվում ենք անորոշ 

գործակիցների եղանակից: 

𝑃𝑚−1(𝑥) բազմանդամը փնտրում ենք տառային գործա-

կիցներով բազմանդամի տեսքով՝ 𝑃𝑚−1(𝑥) = 𝐴0 + 𝐴1𝑥 +⋯+

+𝐴𝑚−1𝑥
𝑚−1: 

Ածանցելով (25) հավասարության երկու մասերը, այնու-

հետև բազմապատկելով √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 արտահայտությամբ, 

կստանանք՝ 

   𝑃(𝑥) = 𝑃𝑚−1
′ (𝑥)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) +

1

2
𝑃𝑚−1(𝑥) (2𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑘:  (26) 

(26) հավասարության երկու մասերը 𝑚 աստիճանի բազ-

մանդամներ են: Հավասարեցնելով 𝑥–ի համապատասխան աս-

տիճանի գործակիցները՝ կստանանք՝ 𝐴0, 𝐴1, … , 𝐴𝑚−1 և 𝑘-ի նկատ-

մամբ գծային հավասարումների համակարգ, որտեղից էլ 

կորոշենք այդ գործակիցները: 

3) ∫
𝑑𝑥

(𝑥−𝑎1)
2√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐

 տեսքի ինտեգրալը բերվում է նա-

խորդ դեպքին 𝑥 − 𝑎1 =
1

𝑡
 տեղադրումով: 
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4) ∫
𝑀𝑥+𝑁

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑚√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥 տեսքի ինտեգրալը գտնելու 

եղանակին կարելի է ծանոթանալ [1-3] գրքերում: 

5) (24) տեսքի ինտեգրալները 𝑡 = 𝑥 +
𝑏

2𝑎
 տեղադրման 

միջոցով կարելի է բերել հետևյալ երեք տիպի ինտեգրալներից 

որևէ մեկին՝ 

1′. ∫𝑅(𝑡, √𝑝2𝑡2 + 𝑞2)𝑑𝑡, 

2′. ∫𝑅(𝑡, √𝑝2𝑡2 − 𝑞2)𝑑𝑡, 

3′. ∫𝑅(𝑡, √𝑞2 − 𝑝2𝑡2)𝑑𝑡: 

1′. −3′. տեսքի ինտեգրալները կարելի է բերել՝ 

 ∫𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑧, 𝑐𝑜𝑠𝑧)𝑑𝑧 կամ ∫𝑅(𝑠ℎ𝑧, 𝑐ℎ𝑧)𝑑𝑧  (27) 

տեսքի ինտեգրալների, համապատասխանաբար, հետևյալ 

տեղադրումների օգնությամբ՝ 

1′. 𝑡 =
𝑞

𝑝
𝑡𝑔𝑧 կամ 𝑡 =

𝑞

𝑝
𝑠ℎ𝑧: 

2′. 𝑡 =
𝑞

𝑝
𝑠𝑒𝑐𝑧 կամ 𝑡 =

𝑞

𝑝
𝑐ℎ𝑧: 

3′. 𝑡 =
𝑞

𝑝
𝑠𝑖𝑛𝑧 կամ 𝑡 =

𝑞

𝑝
𝑡ℎ𝑧 : 

(27) տեսքի ինտեգրալները գտնելու մեթոդների մասին 

տե՛ս §4 էջ 52: 

Օրինակ 3.2. Գտնել հետևյալ ինտեգրալները. 

ա)∫
𝑑𝑥

𝑥+√𝑥2+𝑥+1
,                  բ) ∫

𝑑𝑥

(1+𝑥)√1+𝑥−𝑥2
,  

գ) ∫
𝑥𝑑𝑥

√(7𝑥−10−𝑥2)3
,              դ) ∫

(𝑥+3)𝑑𝑥

√4𝑥2+4𝑥−3
,  

ե) ∫
𝑥3−𝑥−1

√𝑥2+2𝑥+2
𝑑𝑥,               զ) ∫

𝑑𝑥

(𝑥2−2𝑥+5)
3
2⁄
: 
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Լուծում: ա) Այստեղ 𝑎 = 1 > 0, հետևաբար, կատարենք՝  

√𝑥2 + 𝑥 + 1 = 𝑡 − 𝑥 

տեղադրում: Այդ հավասարության երկու մասը բարձրացնելով 

քառակուսի և կատարելով նման անդամների միացում, կստա-

նանք՝ 

𝑥 + 1 = 𝑡2 − 2𝑥𝑡, 

որտեղից՝  

𝑥 =
𝑡2−1

1+2𝑡
 , 𝑑𝑥 = 2

𝑡2+𝑡+1

(1+2𝑡)2
𝑑𝑡: 

Հետևաբար՝ 

∫
𝑑𝑡

𝑥 + √𝑥2 + 𝑥 + 1
= 2∫

𝑡2 + 𝑡 + 1

𝑡(1 + 2𝑡)2
𝑑𝑡: 

Վերջին ինտեգրալի ընդինտեգրալ ռացիոնալ կոտորակը 

վերլուծենք պարզագույն կոտորակների՝ 

2(𝑡2 + 𝑡 + 1)

𝑡(1 + 2𝑡)2
=
𝐴

𝑡
+

𝐵

1 + 2𝑡
+

𝐶

(1 + 2𝑡)2
: 

Հեշտ է համոզվել, որ 𝐴, 𝐵 և 𝐶 անորոշ գործակիցները, հա-

մապատասխանաբար հավասար են 2,−3,−3: 

Այսպիսով՝ 

∫
𝑑𝑥

𝑥 + √𝑥2 + 𝑥 + 1
= 2 ln|𝑡| −

3

2
ln|1 + 2𝑡| +

3

2(1 + 2𝑡)
+ 𝑐 = 

= 2 ln |𝑥 + √𝑥2 + 𝑥 + 1| −
3

2
ln |1 + 2𝑥 + 2√𝑥2 + 𝑥 + 1| + 

+
3

2(1 + 2𝑥 + 2√𝑥2 + 𝑥 + 1)
+ 𝑐: 
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բ) Քանի որ այստեղ 𝑐 = 1 > 0, ապա կարելի է կատարել 

√1 + 𝑥 − 𝑥2 = 𝑥𝑡 − 1 

տեղադրում, որտեղից՝  

(1 + 2𝑡)𝑥 = (1 + 𝑡2)𝑥2,        𝑥 =
1 + 2𝑡

1 + 𝑡2
,        𝑑𝑥 = 2

1 − 𝑡 − 𝑡2

(1 + 𝑡2)2
𝑑𝑡, 

√1 + 𝑥 − 𝑥2 =
𝑡2 + 𝑡 − 1

1 + 𝑡2 
,            1 + 𝑥 =

𝑡2 + 2𝑡 + 2

1 + 𝑡2
: 

Հետևաբար՝ 

∫
𝑑𝑥

(𝑥 + 1)√1 + 𝑥 − 𝑥2
= −2∫

𝑑𝑡

𝑡2 + 2𝑡 + 2
= 

= −2∫
𝑑(𝑡 + 1)

(𝑡 + 1)2 + 1
= −2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑡 + 1) + 𝑐 = 

= −2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
1 + 𝑥 + √1 + 𝑥 − 𝑥2

𝑥
+ 𝑐: 

գ) Քանի որ 7𝑥 − 10 − 𝑥2 եռանդամն ունի երկու իրական 

արմատներ՝ 𝑥1 = 2, 𝑥2 = 5, ապա կարելի է կատարել 

√7𝑥 − 10 − 𝑥2 = (𝑥 − 2)𝑡 

տեղադրում, որտեղից՝ 

5 − 𝑥 = (𝑥 − 2)𝑡2, 𝑥 =
5 + 2𝑡2

1 + 𝑡2
: 

Հետևաբար՝ 

∫
𝑥𝑑𝑥

√(7𝑥 − 10 − 𝑥2)3 
= −

6

27
∫
5 + 2𝑡2

𝑡2
𝑑𝑡 = −

2

9
∫(

5

𝑡2
+ 2)𝑑𝑡 = 

= −
2

9
(−

5

𝑡
+ 2𝑡) + 𝑐 =

10(𝑥 + 2)

9√7𝑥 − 10 − 𝑥2
−
4√7𝑥 − 10 − 𝑥2

9(𝑥 − 2)
+ 𝑐: 
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դ) Կատարելով 2𝑥 + 1 = 𝑡 տեղադրում, կստանանք՝ 

𝑥 =
𝑡 − 1

2
, 𝑑𝑥 =

1

2
𝑑𝑡: 

Հետևաբար` 

∫
(𝑥 + 3)𝑑𝑥

√4𝑥2 + 4𝑥 − 3
=
1

4
∫
(𝑡 + 5)𝑑𝑡

√𝑡2 − 4
=
1

4
√𝑡2 − 4 + 

+
5

4
ln |𝑡 + √𝑡2 − 4| + 𝑐 = 

=
1

4
√4𝑥2 + 4𝑥 − 3 +

5

4
ln |2𝑥 + 1 + √4𝑥2 + 4𝑥 − 3| + 𝑐: 

ե) Այս ինտեգրալը գտնենք, օգտվելով (25) բանաձևից:  

Այստեղ՝ 𝑚 = 3,  𝑃3(𝑥) = 𝑥
3 − 𝑥 − 1: Հետևաբար՝  

𝑃2(𝑥) = 𝐴0 + 𝐴1𝑥 + 𝐴2𝑥
2: 

Համաձայն (25) բանաձևի, կունենանք՝ 

∫
𝑥3 − 𝑥 − 1

√𝑥2 + 2𝑥 + 2
𝑑𝑥 = 

= (𝐴0 + 𝐴1𝑥 + 𝐴2𝑥
2)√𝑥2 + 2𝑥 + 2 + 𝑘∫

𝑑𝑥

√𝑥2 + 2𝑥 + 2
: 

Ածանցելով վերջին հավասարության երկու մասերը, կստա-

նանք՝ 

𝑥3 − 𝑥 − 1

√𝑥2 + 2𝑥 + 2
= (2𝐴2𝑥 + 𝐴1)√𝑥

2 + 2𝑥 + 2 + 

+(𝐴2𝑥
2 + 𝐴1𝑥 + 𝐴0)

𝑥+1

√𝑥2+2𝑥+2
+

𝑘

√𝑥2+2𝑥+2
: 
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Բերելով ընդհանուր հայտարարի և հավասարեցնելով 

համարիչները, կստանանք՝ 

𝑥3 − 𝑥 − 1 = (2𝐴2𝑥 + 𝐴1)(𝑥
2 + 2𝑥 + 2) + 

+(𝐴2𝑥
2 + 𝐴1𝑥 + 𝐴0)(𝑥 + 1) + 𝑘: 

Հավասարեցնելով 𝑥-ի համապատասխան աստիճանի գոր-

ծակիցները, կստանանք հետևյալ հավասարումների համա-

կարգը՝ 

{

3𝐴2 = 1
2𝐴1 + 5𝐴2 = 0

3𝐴1 + 4𝐴2 + 𝐴0 = −1
2𝐴1 + 𝐴0 + 𝑘 = −1

 : 

Լուծելով այս հավասարումների համակարգը, կստանանք՝ 

𝐴2 =
1

3
, 𝐴1 = −

5

6
, 𝐴0 =

1

6
, 𝑘 =

1

2
∶  

Այսպիսով՝ 

∫
𝑥3 − 𝑥 − 1

√𝑥2 + 2𝑥 + 2
𝑑𝑥 = 

= (
1

3
𝑥2 −

5

6
𝑥 +

1

6
)√𝑥2 + 2𝑥 + 2 +

1

2
∫

𝑑𝑥

√𝑥2 + 2𝑥 + 2
: 

Քանի որ 

∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 2𝑥 + 2
= ∫

𝑑𝑥

√(𝑥 + 1)2 + 1
= ln (𝑥 + 1 + √𝑥2 + 2𝑥 + 2) + 𝑐, 

ապա 

∫
𝑥3 − 𝑥 − 1

√𝑥2 + 2𝑥 + 2
𝑑𝑥 = (

1

3
𝑥2 −

5

6
𝑥 +

1

6
)√𝑥2 + 2𝑥 + 2 + 

+
1

2
ln (𝑥 + 1 + √𝑥2 + 2𝑥 + 2) + 𝑐: 
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զ) Ինտեգրալը գտնենք փոփոխականի փոխարինման 

մեթոդով:  

Քանի որ 𝑥2 − 2𝑥 + 5 = (𝑥 − 1)2 + 4, ապա կատարենք 

𝑥 − 1 = 𝑡 տեղադրում: Այդ դեպքում` 

∫
𝑑𝑥

(𝑥2 − 2𝑥 + 5)
3
2⁄
= ∫

𝑑𝑡

(𝑡2 + 4)
3
2

: 

Վերջին ինտեգրալում կատարելով 𝑡 = 2𝑡𝑔𝑧 (քանի որ 

որոնելի ինտեգրալի ընդինտեգրալ ֆունկցիան որոշված է 

(−∞,∞) միջակայքում, ապա բավական է վերցնել −
𝜋

2
< 𝑧 <

𝜋

2
) 

փոփոխականի փոխարինում, կունենանք՝ 𝑑𝑡 = 2𝑠𝑒𝑐2𝑧𝑑𝑧, (𝑡2 +

4)
3

2 = 8𝑠𝑒𝑐3𝑧: 

Հետևաբար՝  

∫
𝑑𝑥

(𝑥2 − 2𝑥 + 5)
3
2⁄
= ∫

2𝑠𝑒𝑐2𝑧𝑑𝑧

8𝑠𝑒𝑐3𝑧
=
1

4
∫𝑐𝑜𝑠𝑧𝑑𝑧 =

1

4
𝑠𝑖𝑛𝑧 + 𝑐 = 

=
1

4

𝑡𝑔𝑧

√1 + 𝑡𝑔2𝑧
+ 𝑐 =

1

4

𝑡

√𝑡2 + 4
+ 𝑐 =

1

4

𝑥 − 1

√𝑥2 − 2𝑥 + 5
+ 𝑐: 

3. Բինոմական դիֆերենցիալների ինտեգրումը: 

 Պայմանավորվենք հետևյալ տեսքի արտահայտությունն 

անվանել բինոմական դիֆերենցիալ 

𝑥𝑚(𝑎 + 𝑏𝑥𝑛)𝑝𝑑𝑥, 

որտեղ՝ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,𝑚, 𝑛, 𝑝 ∈ 𝑄: 

∫𝑥𝑚(𝑎 + 𝑏𝑥𝑛)𝑝𝑑𝑥 տեսքի ինտեգրալը բերվում է ռացիո-

նալ ֆունկցիայից ինտեգրալի միայն հետևյալ 3 դեպքերում՝ 

 1) 𝑝-ն ամբողջ է: Եթե 𝑝 > 0, ապա օգտվելով Նյուտոնի 

երկանդամի բանաձևից ընդինտեգրալ ֆունկցիան ներկայաց-
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նում ենք աստիճանային ֆունկցիաների գծային կոմբինացիայի 

տեսքով: Եթե 𝑝 < 0, ապա կատարում ենք 𝑥 = 𝑡𝑘 տեղադրում, 

որտեղ 𝑘–ն, 𝑚 և 𝑛 ռացիոնալ թվերի ընդհանուր հայտարարն է: 

Այս դեպքում դիտարկվող ինտեգրալը պատկանում է §3-ի 1. 

կետում դիտարկված տեսքի ինտեգրալների դասին: 

2) 
𝑚+1

𝑛
–ը ամբողջ է: Կատարում ենք 𝑎 + 𝑏𝑥𝑛 = 𝑡𝑠 տեղադ-

րում, որտեղ 𝑠-ը 𝑝 կոտորակի հայտարարն է: 

3) 
𝑚+1

𝑛
+ 𝑝 –ն ամբողջ է: Կատարում ենք 𝑎 + 𝑏𝑥𝑛 = 𝑡𝑠𝑥𝑛 

տեղադրում, որտեղ 𝑠–ը 𝑝 կոտորակի հայտարարն է: 

Ռուս մաթեմատիկոս Պ.Լ. Չեբիշևը (1821-1894թթ) ցույց է 

տվել, որ բինոմական դիֆերենցիալների համար վերջավոր 

տեսքի ինտեգրման ուրիշ դեպքեր գոյություն չունեն: 

Կասենք 𝑓(𝑥) տարրական ֆունկցիան 𝑋 միջակայքի վրա 

ինտեգրվում է վերջավոր տեսքով, եթե այդ միջակայքի վրա 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥-ը (եթե այն գոյություն ունի) հանդիսանում է տարրա-

կան ֆունկցիաների դասի ենթաբազմություն: 

Օրինակ 3.3  Գտնել հետևյալ ինտեգրալները. 

ա) ∫
𝑥3

(1−𝑥2)
3
2

𝑑𝑥,              բ) ∫
𝑥4

(1−𝑥2)
3
2

𝑑𝑥: 

Լուծում: ա) Ունենք բինոմական դիֆերենցիալից ինտեգ-

րալ: 

Այստեղ՝ 𝑚 = 3, 𝑛 = 2, 𝑝 = −
3

2
: 

Քանի որ 
𝑚+1

𝑛
=

3+1

2
= 2 ամբողջ է, հետևապես կարելի 

է կատարել տեղադրում՝ 

 1 − 𝑥2 = 𝑡2: 
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Այդ դեպքում՝ 

(1 − 𝑥2)
3
2 = 𝑡3,  𝑥3 = (1 − 𝑡2)

3
2, 𝑥 = (1 − 𝑡2)

1
2,  

𝑑𝑥 = −𝑡(1 − 𝑡2)−
1
2𝑑𝑡: 

Հետևաբար՝  

∫
𝑥3

(1 − 𝑥2)
3
2

𝑑𝑥 = −∫
(1 − 𝑡2)

3
2𝑡(1 − 𝑡2)−

1
2

𝑡3
𝑑𝑡 = −∫

1 − 𝑡2

𝑡2
𝑑𝑡 = 

= −∫(
1

𝑡2
− 1)𝑑𝑡 =

1

𝑡
+ 𝑡 + 𝑐 =

1

√1 − 𝑥2
+√1 − 𝑥2 + 𝑐: 

բ) Այստեղ՝ 𝑚 = 4, 𝑛 = 2, 𝑝 = −
3

2
: Քանի որ 

𝑚+1

𝑛
+ 𝑝 =               

=
4+1

2
−
3

2
= 1 ամբողջ է, հետևաբար կարելի է կատարել             

1 − 𝑥2 = 𝑡2𝑥2 տեղադրում: Այդ դեպքում՝ 

𝑥4 = (1 + 𝑡2)−2, (1 − 𝑥2)
3
2 = 𝑡3(1 + 𝑡2)−

3
2, 

𝑑𝑥 = −𝑡(1 + 𝑡2)−
3

2𝑑𝑡: 

Հետևաբար՝ 

∫
𝑥4

(1 − 𝑥2)
3
2

𝑑𝑥 = −∫
(1 + 𝑡2)−2𝑡(1 + 𝑡2)−

3
2

𝑡3(1 + 𝑡2)−
3
2

𝑑𝑡 = −∫
𝑑𝑡

𝑡2(1 + 𝑡2)2
: 

1

𝑡2(1+𝑡2)2
 ռացիոնալ ֆունկցիան, որը 𝑡2–ի նկատմամբ 

ևս ռացիոնալ ֆունկցիա է: Վերլուծենք այն պարզագույն ռա-

ցիոնալ կոտորակների՝ 

1

𝑡2(1 + 𝑡2)2
=
𝐴

𝑡2
+

𝐵

1 + 𝑡2
+

𝐶

(1 + 𝑡2)2
: 



51 

Հեշտ է համոզվել, որ 𝐴 = 1, 𝐵 = −1, 𝐶 = −1: 

Որտեղից՝ 

∫
𝑥4

(1 − 𝑥2)
3
2

𝑑𝑥 = −∫(
1

𝑡2
−

1

1 + 𝑡2
−

1

(1 + 𝑡2)2
)𝑑𝑡 = 

=
1

𝑡
+ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡 + ∫

1

(1 + 𝑡2)2
𝑑𝑡: 

Վերջին ինտեգրալը գտնենք, օգտվելով §2 (14) բանաձից՝ 

∫
1

(1 + 𝑡2)2
𝑑𝑡 =

𝑡

2(𝑡2 + 1)
+
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡 + 𝑐: 

Այսպիսով՝  

∫
𝑥4

(1 − 𝑥2)
3
2

𝑑𝑥 =
1

𝑡
+
3

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑡 +

𝑡

2(𝑡2 + 1)
+ 𝑐 = 

=
𝑥

√1 − 𝑥2
+
3

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

√1 − 𝑥2

𝑥
+
1

2
𝑥√1 − 𝑥2 + 𝑐: 
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§ 4. ԵՌԱՆԿՅՈՒՆԱՉԱՓԱԿԱՆ ԵՎ ՀԻՊԵՐԲՈԼԱԿԱՆ 

ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ԻՆՏԵԳՐՈՒՄԸ 

1. ∫𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥 տեսքի ինտեգրալը միշտ կարելի է 

բերել 

𝑡 = 𝑡𝑔
𝑥

2
, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋) 

տեղադրման միջոցով, ռացիոնալ ֆունկցիայից ինտեգրալի: Այս 

տեղադրումը կոչվում է ընդհանրական (ունիվերսալ) տեղադ-

րում: Ընդհանրական տեղադրումը հաճախ հանգեցնում է բարդ 

հաշվարկների: Ստորև նշված դեպքերում, համապատասխան 

ինտեգրալները կարելի է գտնել ավելի պարզ տեղադրումների 

օգնությամբ՝  

1) 𝑅(−𝑠𝑖𝑛𝑥;  𝑐𝑜𝑠𝑥) = −𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥; 𝑐𝑜𝑠𝑥) => տեղադրել 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑥, 

2) 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥; −𝑐𝑜𝑠𝑥) = −𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥; 𝑐𝑜𝑠𝑥) => տեղադրել 𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝑥, 

3) 𝑅(−𝑠𝑖𝑛𝑥; −𝑐𝑜𝑠𝑥) = 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥; 𝑐𝑜𝑠𝑥) => տեղադրել 𝑡 = 𝑡𝑔𝑥: 

2. ∫𝑅(𝑠ℎ𝑥, 𝑐ℎ𝑥)𝑑𝑥 տեսքի ինտեգրալը միշտ կարելի է բե-

րել, 𝑡 = 𝑡ℎ
𝑥

2
 տեղադրման միջոցով, ռացիոնալ ֆունկցիայից ին-

տեգրալի: Հաճախ, հանգունորեն եռանկյունաչափական ֆունկ-

ցիաների ինտեգրմանը, հարմար է կիրառել 𝑡 = 𝑠ℎ𝑥, 𝑡 = 𝑐ℎ𝑥,

𝑡 = 𝑡ℎ𝑥 տեղադրումները կամ ինտեգրման այլ մեթոդներ:  

3. ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑝𝑥𝑐𝑜𝑠𝑞𝑥𝑑𝑥 , ∫ 𝑠ℎ𝑝𝑥𝑐ℎ𝑞𝑥𝑑𝑥 , 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑄 տեսքի ինտեգ-

րալները, միշտ կարելի է բերել համապատասխանաբար                 

𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 կամ 𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 և 𝑡 = 𝑐ℎ𝑥 կամ 𝑡 = 𝑠ℎ𝑥 տեղադրումների 

միջոցով բինոմական դիֆերենցիալից ինտեգրալի: 

Եթե 𝑝–ն և 𝑞-ն ոչ բացասական զույգ թվեր են, ապա հար-

մար է կիրառել աստիճանի իջեցման մեթոդը, օգտվելով հա-

մապատասխանաբար հետևյալ ձեափոխություններից՝ 
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𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1,         𝑐ℎ2𝑥 − 𝑠ℎ2𝑥 = 1 

2𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥,        2𝑐ℎ2𝑥 = 1 + 𝑐ℎ2𝑥 

2𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥,        2𝑠ℎ2𝑥 = 𝑐ℎ2𝑥 − 1 

𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑠ℎ2𝑥 = 2𝑠ℎ𝑥𝑐ℎ𝑥 

Օրինակ 4.1. Գտնել հետևյալ ինտեգրալները՝ 

ա) ∫
𝑑𝑥

2𝑠𝑖𝑛𝑥+3𝑐𝑜𝑠𝑥+4
,              բ) ∫ 𝑠𝑖𝑛3𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥, 

գ) ∫
𝑐𝑜𝑠3𝑥

𝑠𝑖𝑛7𝑥
𝑑𝑥,                        դ) ∫

𝑠𝑖𝑛2𝑥+1

𝑐𝑜𝑠4𝑥
𝑑𝑥, 

ե) ∫ √
𝑠𝑖𝑛11𝑥

𝑐𝑜𝑠5𝑥

3
𝑑𝑥,                   զ) ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠4𝑥𝑑𝑥: 

Լուծում: ա) Այստեղ կատարենք 𝑡 = 𝑡𝑔
𝑥

2
 ընդհանրա-

կան տեղադրում: Այդ դեպքում՝ 

𝑠𝑖𝑛𝑥 =
2𝑡

1+𝑡2
, 𝑐𝑜𝑠𝑥 =

1−𝑡2

1+𝑡2
, 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1+𝑡2
: 

Հետևաբար՝ 

∫
𝑑𝑥

2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 4
= 2∫

𝑑𝑡

𝑡2 + 4𝑡 + 7
= 2∫

𝑑(𝑡 + 2)

(𝑡 + 2)2 + 3
= 

=
2

√3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑡 + 2

√3
+ 𝑐 =

2

√3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑡𝑔
𝑥
2
+ 2

√3
+ 𝑐: 

բ) Ընդինտեգրալ արտահայտությունն իր նշանը փոխում 

է 𝑠𝑖𝑛𝑥–ը (−𝑠𝑖𝑛𝑥)–ով փոխարինելիս: Տեղադրումն է՝ 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑥, 

հետևաբար` 

∫𝑠𝑖𝑛3𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 = −∫(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥)𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑐𝑜𝑠𝑥 = −∫(1 − 𝑡2)𝑡2𝑑𝑡 = 

= ∫(𝑡4 − 𝑡2)𝑑𝑡 =
𝑡5

5
−
𝑡3

3
+ 𝑐 =

𝑐𝑜𝑠5𝑥

5
−
𝑐𝑜𝑠3𝑥

3
+ 𝑐: 
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գ) Ընդինտեգրալ արտահայտությունն իր նշանը փոխում 

է 𝑐𝑜𝑠𝑥–ը (−𝑐𝑜𝑠𝑥)–ով փոխարինելիս: Տեղադրումն է 𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

(հեշտ է համովել, որ կարելի է կատարել նաև 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 կամ                    

𝑡 = 𝑡𝑔𝑥 տեղադրումները): Հետևաբար՝ 

∫
𝑐𝑜𝑠3𝑥

𝑠𝑖𝑛7𝑥
𝑑𝑥 = ∫

(1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥)𝑑(𝑠𝑖𝑛𝑥)

𝑠𝑖𝑛7𝑥
= ∫

(1 − 𝑡2)

𝑡7
𝑑𝑡 = 

= ∫
𝑑𝑡

𝑡7
−∫

𝑑𝑡

𝑡5
= −

1

6

1

𝑡6
+
1

4

1

𝑡4
+ 𝑐 = −

1

6

1

𝑠𝑖𝑛6𝑥
+
1

4

1

𝑠𝑖𝑛4𝑥
+ 𝑐: 

դ) Ընդինտեգրալ արտահայտությունն իր արժեքը չի փո-

խում 𝑠𝑖𝑛𝑥–ը (−𝑠𝑖𝑛𝑥)–ով և 𝑐𝑜𝑠𝑥-ը (−𝑐𝑜𝑠𝑥)–ով փոխարինելիս: 

Տեղադրումն է 𝑡 = 𝑡𝑔𝑥: Այդ դեպքում՝ 

𝑑(𝑡𝑔𝑥) =
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
,     𝑠𝑖𝑛2𝑥 =

𝑡𝑔2𝑥

1 + 𝑡𝑔2𝑥
,     𝑐𝑜𝑠2𝑥 =

1

1 + 𝑡𝑔2𝑥
: 

Հետևաբար՝ 

∫
𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 1

𝑐𝑜𝑠4𝑥
𝑑𝑥 = ∫(2𝑡2 + 1)𝑑𝑡 =

2

3
𝑡3 + 𝑡 + 𝑐 =

2

3
𝑡𝑔3𝑥 + 𝑡𝑔𝑥 + 𝑐: 

ե) Այստեղ, կատարելով 𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 տեղադրում, կստանանք 

բինոմական դիֆերենցիալից ինտեգրալ՝ 

∫ √
𝑠𝑖𝑛11𝑥

𝑐𝑜𝑠5𝑥

3

𝑑𝑥 = −∫𝑡−
5
3(1 − 𝑡2)

4
3𝑑𝑡: 

Քանի որ 
𝑚+1

𝑛
+ 𝑝 =

−
5

3
+1

2
+

4

3
= 1, ապա վերջին ինտեգ-

րալում կատարելով 1 − 𝑡2 = 𝑧3𝑡2 տեղադրում, կստանանք՝ 

∫𝑡−
5
3(1 − 𝑡2)

4
3𝑑𝑡 = −

3

2
∫

𝑧6

(1 + 𝑧3)2
𝑑𝑧 = −

3

2
∫(1 −

2𝑧3 + 1

(1 + 𝑧3)2
)𝑑𝑧 = 

= −
3

2
𝑧 +

3

2
∫
2𝑧3 + 1

(1 + 𝑧3)2
𝑑𝑧: 
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Ստացված (կանոնավոր ռացիոնալ կոտորակից) ինտեգ-

րալը գտնենք Օստրոգրադսկու բանաձևով՝ 

∫
2𝑧3 + 1

(1 + 𝑧3)2
𝑑𝑧 =

𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐

1 + 𝑧3
+∫(

𝑑

1 + 𝑧
+

𝑒𝑧 + 𝑓

𝑧2 − 𝑧 + 1
)𝑑𝑧 

(հարմարության համար ընդինտեգրալ ֆունկցիան վերլուծե-

ցինք պարզագույն կոտորակների գումարի տեսքով): Հեշտ է 

համոզվել, որ 𝑎 = 𝑐 = 0, 𝑏 = −
1

3
, 𝑑 =

4

9
, 𝑒 =

−4

9
, 𝑓 =

8

9
:  

Հետևաբար՝ 

∫
2𝑧3 + 1

(1 + 𝑧3)2
𝑑𝑧 = −

𝑧

3(1 + 𝑧3)
+
4

9
ln|1 + 𝑧| −

2

9
ln(𝑧2 − 𝑧 + 1) + 

+
4

3√3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

2𝑧 − 1

√3
+ 𝑐: 

Այսպիսով՝ 

∫ √
𝑠𝑖𝑛11𝑥

𝑐𝑜𝑠5𝑥

3

𝑑𝑥 = −∫(1 − 𝑡2)
4
3𝑡−

5
3𝑑𝑡 =

3

2
∫

𝑧6

(1 + 𝑧3)2
𝑑𝑧 =

3

2
−
3

2
∫
2𝑧3 + 1

(1 + 𝑧3)2
𝑑𝑥 

=
3

2
𝑧 +

𝑧

2(1+𝑧3)
−

2

3
ln|1 + 𝑧| +

1

3
ln(𝑧2 − 𝑧 + 1) − −

2

√3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

2𝑧−1

√3
+ 𝑐= 

=
3

2
𝑡𝑔

2
3𝑥 +

𝑡𝑔
2
3𝑥

2(1 + 𝑡𝑔2𝑥)
−
2

3
ln (1 + 𝑡𝑔

2
3𝑥) + 

+
1

3
ln (𝑡𝑔

4
3𝑥 − 𝑡𝑔

2
3𝑥 + 1) −

2

√3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

2𝑡𝑔
2
3𝑥 − 1

√3
+ 𝑐: 

զ) Այստեղ պիտանի է 𝑡 = 𝑡𝑔𝑥 տեղադրումը, բայց ավելի 

դյուրին է օգտվել աստիճանի իջեցման մեթոդից: 

𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠4𝑥 =
1

8
𝑠𝑖𝑛22𝑥(1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥) =

1

8
𝑠𝑖𝑛22𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 +

1

16
(1 − 𝑐𝑜𝑠4𝑥): 
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Հետևաբար` 

∫𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠4𝑥𝑑𝑥 =
1

48
𝑠𝑖𝑛32𝑥 +

1

16
𝑥 −

1

64
𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑐: 

Օրինակ 4.2. Գտնել հետևյալ ինտեգրալները՝ 

ա) ∫
𝑑𝑥

3𝑐ℎ𝑥+5𝑠ℎ𝑥+3
,   բ)∫

𝑠ℎ5𝑥

√𝑐ℎ2𝑥
3 𝑑𝑥,   գ) ∫ 𝑠ℎ4𝑥𝑐ℎ6𝑥𝑑𝑥: 

Լուծում: ա) Այստեղ կատարենք 𝑡 = 𝑡ℎ
𝑥

2
 ընդհանրական 

տեղադրում: Այդ դեպքում՝ 

𝑠ℎ𝑥 =
2𝑡

1 − 𝑡2
, 𝑐ℎ𝑥 =

1 + 𝑡2

1 − 𝑡2
, 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1 − 𝑡2
: 

Հետևաբար՝ 

∫
𝑑𝑥

3𝑐ℎ𝑥 + 5𝑠ℎ𝑥 + 3
= ∫

𝑑𝑡

3 + 5𝑡
=
1

5
ln|3 + 5𝑡| + 𝑐 =

1

5
ln |3 + 5𝑡ℎ

𝑥

2
| + 𝑐: 

դ) Կատարելով 𝑡 = 𝑐ℎ𝑥 տեղադրում, կստանանք բինո-

մական դիֆերենցիալից ինտեգրալ՝ 

∫
𝑠ℎ5𝑥

√𝑐ℎ2𝑥
3 𝑑𝑥 = ∫ 𝑡−

2
3(𝑡2 − 1)2𝑑𝑥: 

Քանի որ 𝑝 = 2 ամբողջ է, ապա կստանանք՝ 

∫
𝑠ℎ5𝑥

√𝑐ℎ2𝑥
3 𝑑𝑥 = ∫(𝑡

10
3 − 2𝑡

4
3 + 𝑡−

2
3)𝑑𝑡 =

3

13
𝑡
13
3 −

6

7
𝑡
7
3 − 3𝑡

1
3 + 𝑐 = 

=
3

13
𝑐ℎ

13
3 𝑥 −

6

7
𝑐ℎ

7
3𝑥 − 3𝑐ℎ

1
3𝑥 + 𝑐: 

գ) Այստեղ պիտանի է 𝑡 = 𝑡ℎ𝑥 տեղադրումը, բայց ավելի 

դյուրին է օգտվել աստիճանի իջեցման մեթոդից` 
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𝑠ℎ4𝑥𝑐ℎ6𝑥 =
1

32
𝑠ℎ42𝑥(1 + 𝑐ℎ2𝑥) = 

=
1

32
𝑠ℎ42𝑥𝑐ℎ2𝑥 +

1

128
(𝑐ℎ4𝑥 − 1)2 = 

=
1

32
𝑠ℎ42𝑥𝑐ℎ2𝑥 −

1

64
𝑐ℎ4𝑥 +

1

256
𝑐ℎ8𝑥 +

3

256
: 

Հետևաբար՝ 

∫𝑠ℎ4𝑥𝑐ℎ6𝑥𝑑𝑥 =
1

320
𝑠ℎ52𝑥 −

1

256
𝑠ℎ4𝑥 +

1

2048
𝑠ℎ8𝑥 +

3

256
𝑥 + 𝑐: 
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